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生産可能集合が非凸の場合を含む経済の

均衡解の存在について

神 保 郎

要約

経済学ではすべての議論が凸集合の上で行われている。しかし独占を含めた不完全

競争やイノーベーションの分析では生産可能集合は非凸となる。ここではユーク

リッド空間から Manifold空間に写像し、そこで得られた結果に対してホモトピー

を利用して、またユークリッド空間に写像し返す方法をとり、解存在を証明した。

キーワード： Increasing Returns to Scale : Homotopy : 陰関数の定理；不動点：解存在

経済学文献季報分類番号： 02-32 

ここでは通常の一般均衡における解存在を証明した上で、通常のユークリッド空間に所属

する凸集合の上では生産関数が increasingreturnsの場合では生産可能集が非凸となって解

が得られないので、 Manifold空間に写像して、そこで解を得る事とする。

先ず H個の消費主体と F個の生産主体からなる経済を考える。市場は完全競争下にある

が、生産主体の生産可能集合は必ずしも規模に関して収穫一定ではない。通常の場合に付い

て解の存在を確かめた上で、 Homotopy関数を利用して increasingreturnsの場合を含んで

も解が存在するのを証明する。

1. 消費者選択と需要対応

消費主体は家計であり、その数 Hが経済に存在するものとする。財貨は f種類が分析の

対象であり、 h番目の家計の消費ベクトルを

xh = [xh1, 咋 2,... xhz]'E囮+e

で示す。ただし畠tは［次元ユークリッド空間の非負象限である。家計は始めxh> 0の初

期保有屋を持って市場に現れる。これは全て現行価格で販売される。それによって所得をえ

て、その所得を自己の欲する財貨の購入に当てる。況は semi-positiveであり、財貨は少な

くとも 1種類ははじめから所有しているのを示している。労働等も初期保有量に含めて考え
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る。xhを家計 hの消費ベクトル xhの集合である。この xhに次の仮定を置く。

仮定 1-1 

消費主体 hの消費可能集合 xhは閉であり、かつ凸である。XhE Xhであればxh> 0であ

る。△

従って消費可能集合は t次元空間の非負象限そのものであり、下に有界である。

仮定 1-2

次のような消費可能ベクトル両 E Xhが存在する。

岳hi~Xhi, ¥ji E L (ただし Lは財貨の番号の集合である）

瓦く百hi (だだし xhi> 0である場合）

ただし、ここで社は家計 hの初期保有ベクトルである。△

家計は財貨を購入する為に所得を得なければならない。これは 2つの源泉から得られる。

1つは初期保有量の販売からであり、さらに 1つは各消費主体が持っている株式により各企

業から受け取る利潤の配分である。企業 fの株式のうち、消費主体 hが所有している割合

を dhf とする。したがって d吋 ~o であって、企業が f が各家計に配分している割合を家計

に関して合計すると当然のこと 1となる。

I: dhf = 1 

仮定 1-3

消費主体 hの所得を Mhで表し、 l種類の財貨の価格ベクトルを pとする。企業 fが pの

もとで利潤の最大化により生産ベクトルを YJとすると次の関係が成立する。

M1i = pxh + L dhf (pyf) 

dhf~0' ふ dhf = 1 △ 

内稼 PYJが利潤を表しているのは、 Ytでは投入物は常にマイナスの符号を持つ成分で示され

ており、一方産出量はプラスの数量で示されているからである。
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仮定 1-4

各消費主体 hには、消費可能集合xhに所属している対x砧， xげと対に対して以下の選好関

係ミが存在する。

(a)推移性

ぷ ~hXげ であって Xh2~h がであれば xh1~h Xげである。

(b)完備性

すべての x砧と xげに対して、 xhI~ 終げか xげ ~xげが成立する。

(c)連続性

任意に与えられた xhoに対して、集合 Ixh I xh I~hX乳 と lxhI xh0~ 炉 hIは閉集合

である。

(d)準強凸性

ぶ >hがであり、 O~a く 1 であれば、 (1 -a)ぶ+a x1i2 > xh2となる。

(e)非飽和性

全ての xh0E X1iに対して xh> h硝となる XhE Xhが存在する。△

(a) は選考の合理性を示したものであり、 (b) は消費主体が何らかの意味で 2つの財貨ベ

クトルに対して選考を表明できることを示している。 (c) は無差別曲線が描ける場合にはそ

れよりも高い選好を示す領域 (betterset) と、それよりも低い選考を示す領域 (worseset) 

が閉集合であるのを示している。これは後で述べる効用関数の連続性と関係がある。 (d)

はbettersetが凸になるのを主張している。 (e) は¥:/x1i0E X1iに対して xh> xhoとなるよう

なxhE X1iが常に存在するのを主張するものである。豊かな経済の特色として、ボールディ

ングのように全ての財貨の限界効用がゼロになる blissの存在を主張するものもあるが、ど

の点がblissであるのか、 blissを超えて財貨を消費した場合には、どのような現象が起こる

のか明らかでない。経済学は blissへ到る効率的な道を探るのが、その一番重要な役目であ

り、一度blissに到達すれば、全ての病気が消滅したときの医学のように、その役割を終え

たのであり、経済学は安楽死するべきであると見るべきであろう。その点を考えれば「大き

いことは、良いことだ」というコマーシャルがあったが、経済学では「多いことは、良いこ

とだ」といっても、豊かになった今日でも十分に通用しうるものと考えられるであろう。

命題 1-1 

(a) 局所的非飽和

いかなる XhlE Xhに対しても xげEXhであって、どんなにぷに近くても xげ>xh1と
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なるものが存在する。

(b) 凸性

どんな xhoに対しても、集合lxh I xh~h xh O fは凸となる。△

［証明］

(a) 

仮定 1- 4 (e) から、どんな XhlE Xhを取っても xげ> hぷであって xげE Xhとなる消

費ベクトルが存在する。仮定 (d)から osaく 1に対して

xげ=(1-a)xげ十 aぷ>xhl 

となる xげが存在する。 a→ 1とすれば左辺は xげ→ ぶとなるが>hが成立しているから

xげ>hぷのままである。

(b) 

ぷとxげE l xh I xh I h x h O fであるとしよう。 osaslである場合

xh = (1 -a) xh1 +axげ

とおく。そうすると

xh~h xho (1 -1) 

となるのがどんな aについても成立するのが証明されれば良いのである。 a=Oか a=lか

の場合は、 xh1,x, げはともに xhoより選好水準の高い集合に所属していると仮定したから当然

成立する。すなわち

Xhl~h X訊， xげ ~h xho 

したがって、証明を完結するには 0< a<lの場合も (1-1)式が成立するのが言えれば

よい。仮定 1- 4 の (b) から、 xh1~h x, げとしても何ら一般性を失うことは無い。 xh*> h 

ぷとなるようなぶを選んで、出来る限り xhl に近く取る事としよう。 xh1~h xh2であった

から、仮定 (a) によって xh*> h Xげとなる。

＊＊ 
xh 三 (1-a) xh + a x, げ(0< aく 1) (1-2) 

とおく。 xh*> h Xげであるから、 (d) により xh**> h Xげとなる。 xげ ~h xhoであったから

xh** > h砧 (1- 3) 

となる。 xh**> h xhoであればxh** E I xh I xh~h xh O Iとなるのは言うまでも無い。 x/に出

来るだけ近く xh*を選んだ。したがって xhをxh**に出来るだけ近く選ぶことが出来るので

ある。ぶ→ xhlとすればxh**→ xhとなる。したがって xhは集合 Ixh I xh~h x訊Iに所属し

ている点の集積点である。仮定 1-4の (c) の連続性によって、この集合は閉集合である

から、閉集合の定義から xhは、この集合に所属する。従って、この集合に所属している 2

点 x砧と xh2の凸結合の点がすべて、この集合に所属するのが分かった。ゆえにこの集合は凸
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であるのが証明された。 ロ

消費では選好が最大になるように主体が消費ベクトルを選ぶから、消費可能集合 X1iと仮

定 1-4とを考え合わせると、少しでも多く消費したほうが良いように思われる。何故なら

ば、 xhはプラスの方向に無限に広がっているからである。我々の経験から考えれば、これ

は少し妙である。無限の消費をした経験が無いからである。そうすると現実には xhには何

らかの制約があって、その真部分集合 s~xh の中から消費ベクトル Xh E S-を選び出す事

になる。 xhを制限して gの中に消費可能集合を閉じ込めるのは貨幣所得 Mhである。貯蓄

の無い経済では所得以上に支出が出来ないから、我々の消費活動は

pxh :::: M1i (1 - 3) 

の範囲に留まる。消費の場合では、 2つのケースについて、困難が生じると思われる。価格

はp≫0ではなく p>Oであるから Pi=0の財貨では PiXi= 0となって、予算制約式とは関

係なく、 Xiの購入量を増大できる筈である。しかし初期保有量が一定であるのを考慮すれ

ば、我々は有限の世界に閉じこまれざるを得ないのである。

さて、全ての企業について、その利潤 PYJ~O が非負であるとしよう。もし損失が生じる

ような場合は、あとで述べるように生産を止めることが出来るからである。

叫=pxh十 L'.d1i1 (p YJ) 

であるから、また d吋冠 ~o であるのを考慮すれば、少なくとも L'. d1if (p y1)~0 であると

言える。また

岳hi::::歪hi (全ての iに対して）

両iく歪hi (xhi > 0の場合）

となっているので、両i、は初期保有量よりも必ず需要鼠が少ないか、ゼロである。少なくと

も1財貨については正の初期保有量を持っているのを思い出せば

p瓦<pxh:::: 闊

我々は生存してゆくには最低限何らかの消費が必要である。したがって

p哀h く M1i

であるから、少なくとも冠が需要されると主張しうるであろう。

命題 1-2

ぶが予算制約式 pxh~Mh, xh EXhを満足するベクトルの中で一番選好水準が高い消費

ベクトルとすれば、 xhヽ ＊は制約式 xh<'.: h xh*の下で pxhを一番小さくするものである。 △ 

〔証明〕
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背理法を使って証明する為に結論を否定して x/~h xh*であって、且つ pxhl < p xh*と

なるようなぶが存在すると仮定する。すなわち pxh*は費用を最小にしないとするのであ

る。命題 1-1の (a)では局所的非飽和が成立するのを主張しているから xh2の十分近くに

xげ ~h ぶとなるような xげ E Xh が存在する。 xhl~ ぶで且つ xげ ~h ぶであるから仮定

1 -1 (a) から xげ ~h xh*が存在する。背理法の仮定から px/< Mhであり、 Xh2を十分

に pxげ ~P xh* = Mhとすることが出来る。これは pxげが予算制約式を満足し、なお、か

っぷよりも xげが選好されるのを示している。この事は xh*が予算制約式 pxh~Mh を満

足する xhのなかで一番選考される消費ベクトルであるとしたのと矛盾する。したがって xh

~h ぶを満足する xh のうちで xh* は一番費用の少ない消費ベクトルである。 ロ

命題 1-3 

ぶが xh~h xhoの制約の下で総支出 pxhを最小にするものであり、ある xh1EXhに対し

てpxh* > pぷであるならば、 x/は予算制約式 pxh~p xh * = Mhの下で一番選考される

消費ベクトルである。 △ 

〔証明〕

＜ p xh p xh を満たす任意の消費ベクトル x/EXhとし、そして

xh (a) = (1 -a) xh + a x砧 (O<a~l)

であるとしよう。そうすると命題の仮定から

p xh* > p xh1, 

また一方

p xh~p xh 

xhと置いたのであるから

pxh (a)= p 〔(1-a) xh + ax砧<pぶ〕

が成立する。 xh(a)~h xh0となっているとすれば、 xh*は命題の仮定から pxhを最小にす

るベクトルであるから

p x/ ::; p xh (a) (1 -4) 

となる。ところが pxh~p x1/となっているから上に式は成立せず、従って xh(a)~h X訊

は成立しない。だから

xh0~h xh (a) 

でなければならない。すなわち

xh (a) E l xh O I x訊 ~h xhf 

となる。これは仮定 1-4の (c) により閉集合であるから、それに属する点列の集積点が
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必ずその集合の中にとることが出来る。したがって

li1n xh (a) = xh E l xh I xh O :C-h xh I 
a→0 

となる。命題の仮定から xh:C-h xhoであり、したがって xh*:C-h xhoである。また xh:C-h xho 

ある。仮定 1- 4の (a) から xh*:C-h xh'、また px/~p x1/を満たすから、このような xh

に対して xh*:C-h xhが成立する。 ロ

定義 1-1 

X1i の上で定義された連続実数値関数 uh は Xhl~Xげである場合、 uh (心） ~uh (xげ）とな

る時、その時に限って uhは効用関数と言われる。また、 uhは家計 hの効用指標水準を示し

ている。 △ 

さて Mhを家計 hの所得であるとしよう。所得は初期保有量の売却と株式保有で企業から

配分される利潤によって決定される。 pを価格ベクトルとすると

pxh~Mh·(1 - 5) 

によって購入可能な財貨の量が決定する。 (1- 5) xhの集合を xhとすれば、 xhはコンパ

クトとなる。そうすると

xh E Xh C囮+f_

の下で

max uh凶）

の解として需要対応が得られる。 pに対して必ずしも 1つのベクトル xhが決まるとは限ら

ないから、需要関数ではなくて需要対応となる。

2. 生産と供給対応

生産の主体は企業であり、利潤の最大化を目的として生産を行う。市場は完全競争下にあ

り、投入物と産出物の価格と初期保有量は与えられたものとして生産主体はその行動を決定

すると仮定する。通常、企業は色々な種類の投入物を使用して、幾多の種類の産出物を生産

する、所謂、結合生産が行われる。ここで全ての財貨の種類の数を{とし生産ベクトル約

を次のように示す。

YJ = [ YJI, Yf2,, ・・・、 YJeJ' (' は縦ベクトルを示す）

ここで YJi< 0であれば投入量、 YJi> 0であれば産出量を、また YJi= 0であればこの企

業の生産に関係が無い財貨であるのを示している。従って、このベクトルは一種の生産関数

となっており、じ欠元空間の 1点と考えることが出来る。これを activityと呼ぶこととする。
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企業 fにとって技術的に生産可能な全ての activityの集合を生産可能集合と名付け、 Y1で示

す。

定義 2-1

企業 fの生産可能集合は Y1で示され、その企業にとって技術的に生産を実行しうる

activityベクトルの集合である。△

YJE yf 

であれば、この activityの投入量・産出量の組み合わせが技術的に生産可能であるのを示し

ている。

仮定 2-1

0 E Yt 

これは企業が何も生産しない自由をもっているのを示している。このことが可能である

為、利潤がマイナスになるときは企業は生産を止めうるのである。

仮定 2-2

Y1は閉集合である。△

仮定 2-3

Y1は凸である。非凸の場合について述べる為、この仮定は後で外される。△

次に経済全体の生産可能集合について述べる。生産主体である企業の数は全体で有限個 F

であるとする。経済全体の総供給量（生産量）は個々の企業の生産ベクトルを合計したもの

である。ある企業の産出物が他の企業の投入物になっている場合が多くあるが、これは産出

物がプラス、投入物がマイナスの符号を持っているので、互いに相殺される。 yで経済全体

の総生産蜃を示せば

y=~YJ 

であって経済全体が消費しうる産出鼠と、初期保有量として経済体系外から投入しなければ

ならない量を示している。
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定義 2-2

経済全体の生産可能集合を Yとし、次のものとする。

y = l y = L YJ I YJ E~ 戸 JI
f 

次に、ここでの分析で大きな特徴をなしている可能生産配分集合について定義する。これ

は各企業の生産可能集合のカルテッシャン積である。

定義 2-3

:J/ = X Y1 = 1 Y1, Y2, ... l YJ I YJ E Y1, V f I 

LYtはf,X F次元空間の可能生産配分から（次元財空間の中への写像と考えることが出来

る。

定理 2-1

0 E Yであって、閉で凸の集合である。

〔証明〕

全ての fに対して

0 E Y1 (仮定 2-1) 

したがって

J 01, 02, ・ ・ ・, 01 IE J X Y1 I =Y  

ゆえに

Q E Y 

次に Yが閉集合であることを証明する。 YJE yfとする (f= 1, 2, ・ ・ ・, F)。Y1に所属する

任意の activityをy/とすれば、仮定 2-2により Y1は閉集合であるから、 y/に収束する点

列ly/ I (v = 1, 2, ・・・）が必ず存在する。

I=  1 Y1°, y化・・・， YiI y/ E Y1, ¥:/ f I 

炉=l Y1 V'Y2 V'...'y F V I y f V E Y1, ¥;/引

とすればl.Y川がy/に収束するから Jy門は必ずりに収束する。少は集積点を集合内にもつ

から閉集合である。 (Tychoroffの定理より）

yが凸集合であるのを証明する。仮定 2-3により Y1は凸である。外炉 E J/と置けば0

::; a::; 1に対して

ay1 + (1-a)y2 
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= lay11 + (1 -a)y12, ay/ + (1 -a)y/, ・ ・ ・, ay/ + (1 -a) y/ I y/, y/ E 

Y1立,JI 

全ての fに対して ay/ + (1 -a) y/ = YJ E Y1であるから、

j Y1, Y2, 0 0 0,  YF I YJ E Y1, ¥:/ f I E CiJ 

したがって Yは凸である。 ロ

仮定 2-4

y E ClJ であって LYJ~0 であれば、そのときは y=O である。

y=Oは各企業の生産活動がすべて完全に停止しているのを示したものである。この仮定

の意味するところは、経済全体の生産技術をどのように組み合わせても、個々の企業はさて

おくとして、社会全体としては投入なくしては、何の生産も出来ないことを示したものであ

る。

仮定 2-4

社会の生産可能ベクトルyは、それが技術的に生産可能であって、 Xが社会的初期保有量

で、且つ

y十ヌ 2 O 

であれば実現可能である。実現可能集合は

Y=Yn  Jyly十ヌ 2of 

定義 2-4

生産配分yは、個々の企業 fにとって YJが技術的に生産可能であり

LYJ 十ヌ ~o

ならば、実現可能である。実現可能な生産配分集合は

匁=Cl.jnJyl LYJ + x~OI 

で表す事とする。

命題 2-1

＾ ツはコンパクトである。 △ 

〔証明〕

yfは定義 2-4により有界であり、仮定 2-2により閉である。そのカルテッシアン積
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である YはTychoroffの定理によりコンパクトである。ロ

ふがl次元の基本単体とすると、ある与えられた pE Stに対して YJの連続写像 PYJはY1

の上で最大値に到達しうる。なぜならば、 wは仮定 2-4により、有界な集合である。ま

た仮定 2- 2により閉集合である。したがって Y1はコンパクトな集合であり、 pYJは

Y1 E 酎から屈への連続写像である。 Weierstrassの定理により、この写像は値域内に最大値

と最小値を持つ。

定義 2-5

町が企業 fの利潤関数であれば

TC 1 (p) = max p y 1 

である。 △ 

定義 2-6

Y1 (p)が企業 Jの供給対応を示すものとすれば、 Y1(p) = l Yt I P Yt =冗 f(p), Yt E }': ハ
となる。 △ 

定義 2-7

規模に関して収穫非逓増

任意の YtE Ytが、スカラー a E 〔い 1〕に対して ay1E Ytとなる場合、規模に関して収

穫非逓増という。

規模に関して収穫非逓減

任意の YtE Yt がスカラー a~l に対して ay1 E Ytとなるならば、規模に関して収穫非逓

減と言う。

規模に関して収穫一定

任意の YJE Yt がスカラー a~O に対して ayf E Ytとなるならば、規模に関して収穫一定

と言う。 △ 

命題 2-2

Y1は凸で且つ無償処分の仮定を満たしているものとする。そうすると、供給対応 YJ(p) 

はふの上で連続である。 △ 

〔証明〕
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pv→ Po E Seであるとしよう。品は定義によりコンパクトであるから必ず集積点をその

集合の中に持っている。また、この p汀こ対してがYJを最大にする activityをy/とすれば

YJV = YJ (pり

となる。 wは仮定 1、 2、 3、によりコンパクトであるから、適当な部分点列 Ytv取って

が→ y/ E Y1となるようにする事が出来る。 pv→ Poと取るけれども、 y/は一様に y/に

近づくとは限らないから部分列を取ることになるのである。また Y1はコンパクトであるか

ら点列の集積点を必ず、その集合内に含んでいる。 Pvに対して pYJを最大にする activityは

がであるから

が y/~pvYJ (P°) 

したがって

が[Y/ - YJ (p0)]~0 

となる。がの部分点列に沿って収束した集積点 poで考えれば、上の式の符号の向きを変え

る事は無いであろうから

Po [y/ -YJ (P°)]~0 

となる。命題 2-2の (b)から pが決まると、それに対応する利潤を最大にする activity

が決まる。この事はどのような集積点を取っても成立するから、命題が証明されたことにな

る。ロ

3. 均衡解の存在（生産可能集合が非凹の場合）

均衡解の存在を証明する主な用具は「角谷の不動点定理」である。これはフォン・ノイマ

ンの「ゲーム理論」などで使用されたブラーワーの不動点定理を一般化し、いつそう広範囲

の利用を可能としたものである。角谷の不動点定理が成立する条件は次のようなものであ

る。凸のコンパクトな集合に所属している点を、その集合自身の凸部分集合に写像する対応

があって、その対応は upperhemi-continuousでなければならないと言うものである。そう

すると

po E </J (pO) 

となるような不動点が存在する。ここで poE 5£ は価格ベクトルであり、§は l次元の基本

シンプレックスであるから、凸でコンパクトな集合である。この不動点の存在を主張する定

理と均衡解の存在との関係は Z (p) = X (p) -y (p) - X とし

z (p) = p -f (p) 
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と置く。 z(p)は超過需要関数である。 z(p) = 0となるのは pが fの不動点のときに限るか

らである。ここに競売人の存在を認め、その作用を関数 Mi(p)を次のような性質を持つ写

像とする。

(a) zi (p) > 0であれば Mi(p) > 0 

(b) z (p) = 0であれば Mi(p) = 0 

(c) z (p) < 0であれば Mi(p)~0 

とする。ここで Mi(p) = rnax [ 0 , 丸zi(p) Jとすれば調整後の新しい PiはPi+Mi (p)~ 

0となる。その成分が全て 1からなるベクトルを eE酎とし、 p>Oであるのを考慮すれば

[ p + M (p)] e > 0となる。ここで

T (p) = P + M (p) 

[p + M (p)] e 

とおく。

定義 3-1

X =fl Xhを経済の消費配分と名付け、その集合をx-で示す。 △ 

定義 3-2

次の条件が満足される場合、価格ベクトル poE gと配分 [XCl.JJ は均衡にあると言う。

ただし§ は{次元シンプレクスである〇

(1)各 h=l,2,・・・,Hに対して、 Pox1i ::; Mh (p叫I)を満たすふに所属する点 xhの集合

の上で、 xhoが UJiを最大にする。ただし M1i= po xh十 Ldhf(p0 y/)である。

(2) (po, yo)は利潤配分冗 =fl7t fを最大にする。

(3)~xh0 -Ly/::; ヌ

ただしヌ =L和

(4) Zi (p) = Xi (p) - Yi (p)一豆iと置けば Zi(p) ::; Q (i = 1, 2, • • • , f)となる。 △ 

定理 3-1 

仮定 1-1-----4,2-1-----4が満たされていれば、競争経済には均衡が存在する。△

〔証明〕

Po = T (pO) となって、 Tが不動点にある事と、 Poが均衡価格である事が同値であるのを

示そう。均衡にあれば定義により Z;= Mi(p0) 2 Oである。 zi= 0であれば Mi(p) = 0で

あって、 Po= T (pO) となる。また Zi(pO) < 0の時にはワルラス法則によって Pl=0とな
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る。

~(pO) = 
p~+ Mi (p0) 

[pO十 M (pO)] e 
= p/ = 0 

したがって均衡の場合は Po= T (pO)となって不動点が得られる。

次に不動点であれば均衡点であることを証明する。

写像 Tは不動点にあるから po= T (pO)となっている。すなわち

T (pO) = 
po+ M (pD) 

[pO十 M(p0)]e
= Po 

となっている。この式から

l [ po + M (pO) ] e I po = po + M (pD) 

I [ po + M (po) ] e I Po -po = M (pO) 

となる。ここで入三[p0 + M (p0)] e -1と置けば

M (pO) =入P°

である。 M (pO)とZ (pO)の内積をつくり、ワルラス法則を考慮すれば

M (pO) z (pO) =入 poZ (pO) = Q 

したがって M (p0) z (p0) = 0となる。 M (pO)~0 であるから、如何なる場合にも上式が

成立する為には Z (pO) = 0でなければならない。 Z (pO) > Qの場合では M (p0) > 0となり、

上の関係は成立しない。また Z (pO) < 0であればM (p0) = 0となるので上式は成立する。

従って両方を合わせれば Z (pO) SQとなり、これで均衡であることが証明された。ロ

4. 均衡解の存在（生産可能集合が非凸の場合）

ここで生産可能集合を一般化し、企業のうちあるものは収穫逓増の技術を使って生産して

いるものとしよう。これらの企業は多く生産すればする程生産費が安くなるので、 1つでも

多く生産し販売しようとする。これらは自動車産業の創生期を始め多くの工業製品に見られ

る現象であり、自由に競争するのを許せば結局は独占になってしまう。従って多くは公企業

であるか、たとえ私企業であっても価格がコントロールされている場合が多い。だから企業

は産出量に応じて提案された価格を受け入れるか否かを決定しなければならない。これは 1

企業のみではなく、全価格体系の中で全ての企業で受け入れられるもので無ければならな

い。これを価格ベクトルpで示すと

pfE</)f(yf),pEn</)f(yf) (4-1) 

を満足していなければならない。 pfは企業 fが主観的需要曲線に基づいて予想した価格で

ある。或いは各企業は価格pを知って、その産出量を決めるからflf = </) i1 (P 1)と表現さ
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れるであろう。それが結局全企業について一致しなければならないのを説いたのが (4-
1)式の右側のものである。

定義 4-1

生産可能ベクトルYJEY1は、 y/>幻となるようなy/Eyfが存在しないならば、有効
である。また、 y/≫ 幻となるような幻が存在しないならば弱有効である。 △ 

命題4-1

生産可能ベクトル幻は幻 E ayfである場合、その場合に限って弱有効である。ただしa
Y1はY1の境界である。 △ 

〔証明〕
・

幻 EEay1であると仮定しよう。そうすると各成分に若干の数量を加えてy/≫y j, y / E 
yfとする事ができる。したがって幻は有効ではない。したがってY1が弱有効である為には
幻 Eayfでなければならない。 ロ

仮定 4-1

p En釘 (yf) = (/) (y)はupperhemi-continuousで非空、閉、凸の値域を持つ対応で
ある。これを価格形成ルールと名付ける。△

定義4-2

達成可能配分とは次のように決められた配分ユ戸りの集合である。

;?(x) = l (虹，勺） E J7ふ X月 Y1I I: xh - I: YJ~ 対ただしここでヌは経済全
体の初期保有量を表している。 △ 

仮定 4-2

初期保有量口に対して，；；伐）は有界である。 △ 

有限の初期保有量を投入物として使って、無限の産出量を生産するのは如何なる技術を
使っても不可能である。仮定 4-2はこの事を示している。

仮定 4-3

生産可能集合はかならずしも凸ではなく、非凸の場合もありうる。 Y1が非凸の企業は価
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格形成ルールを受け入れている。これを幻 Ey fで示そう。 △ 

定義 4-3

一般均衡とは下の条件を満足する場合をいう。

(1)各家計に対して xh*はXhE Xhのうち効用関数 uhを最大にするものであって、 p*xh* 

SMhを満たしている。

(2) p*とy*はが E</) (y)となっていて p* y*が最大のものとなっている。

(3) L xh * -L y * Sヌすなわち zca?/) soとなっている。 △ 

定義 4-4

写像 f:U→Vが次の条件 (1)、(2) を満たすとき、 fは同相写像 (homeomorphism)

であると言う。

(1) f:U→ Vは全単射である。

(2) f:U→ Vもr1:V→ Uも連続写像である。 △ 

命題4-1

J:BY1→pとすれば8兄は価格ベクトル{)E gに対して fは同相写像である。したがっ

てa兄に所属する各点は品の中への写像を持つ。△

〔証明〕

仮定 4-2により af1はコンパクトである。従って適当なスカラー Kを選んでめり+lkel 

c酎tとなるようにする事ができる。ここで

1/J f ({)り三 i入pf; 入 ~oI n l a9 1 + lkel I 

と置く。仮定 2-1~4 により、この写像は明確、連続であり、各pf E gに対してyf+ 

ke = 1/J f ({)りとなるような一義的な点11Ea兄が定まる。

次に写像If/({)り=1/J f (pりー keを考える。これは seからaf1の中への ontoで連続

な写像である。従って写像 fは同相写像である。 ロ

ここでもが凸集合であるのを全く仮定していないことに注意しておこう。また第 3節で

均衡解を求めた経済を Eー経済とし、次の連立方程式で示そう。ただし且 (i= 1, 2, ・ 

JJ,)は各財の超過需要関数である。

280 

瓜 (pi,P2, . ・ ・, pe) = 0 

E2(P1, P2, ・ ・ ・, pe) = 0 



生産可能集合が非凸の場合を含む経済の均衡解の存在について（神保） 597 

Ee (p1, P2, ・ ・ ・, Pe) = 0 

あるいは簡単に

E (p) = 0 

で示そう。これに対して、ここで示した凹の生産可能集合を持つ経済の超過需要関数を zi

で示すことにしよう。

Z1 (P1, P2, ... , Pe) =O  

Z2 (P 1, P 2, ・ ・ ・, Pe) = 0 

Ze (P1, P2, ・・・,Pe) = 0 

あるいは簡単に

Z(p) =O 

で示そう。

ここでホモトピー関数席フ(p't): 厨+1→ 影を考える。 tE [O, 1]はとなるスカラーであ

る。だからホモトビー関数尻クは(P1,P2, ・・・, Pe,t)を(pI, p 2, • " ", p e)へ映す写像であ

る。

摩 (p,O) = T (p)⇒ E (p) = 0 

定 (p'1)= J (p)⇒ Z (p) = 0 

であるとする。ここでご／はYを生産可能集合として含む経済の価格調整方程式であるとし

よう。 tが 0から 1へ変化するに応じて経済は E(p)から定められた経路を通って z(p)に

到るのである。

ここで尻のヤコビアンを尻ク＇で表し、ヤコビアンのうち Pi(i = 1, 2, ・ ・ ・, £)で偏微分

した列だけからなる行列を尻仇＇で示す。ここで ,;F,':が +1→がが連続で微分可能とする。

そうすると、ある値 (p,t) E 炭バ (p't)で災;/(p't)が可逆であれば、有名な陰関数の

定理によれば、 tの変化とともにできる一義的で連続・微分可能な (p't)を通る経路がある

のを保証している。命題 4-1によってaytとpは同相写像で結ばれているから E経済か

らZ経済への経路が保証されたのである。第 3節で採用した仲介人による価格調整をY1を

含む場合にも適用しよう。その場合の価格調整方程式をJとしよう。めりに対して価格べ
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クトルpが対応するのが命題4-1によって保証されているので、 E経済の場合と全く同じ

構造が考えられる。

J (p) = 
p+ M (p) 

Lf-''-'-'-'- 、f-'I.J'-

となる。／アに対する不動点を求めればよい。 Jの不動点は次の条件を満足するときに得られ

る。

命題4-2

JEびでありf:Se→尉が与えられたとし、§がコンパクトで、非空とする。いくつか

の PE 酎に対してダ~: 8 X t →酎が正則であり、 O~t~l に対して境界自由 (boundary

free)であると仮定する。ここで

宏 (p,t) = (1 -t) (p -pO) + t (P -f (p)) 

とする。そうするとノ門こ不動点が存在する。 △ 

〔証明〕

/ (p)はfが同相写像であるので Tの時と全く同じに扱うことができる。したがてfに

不動点があるのが証明された。 ロ

定理4-1

仮定 2-1-4,3-1.......... 4を満足する生産可能集合が凸で無い Z経済に均衡解が存在す

る。△

〔証明〕

命題4-2のホモトピー関数の不動点定理により、 E 経済の不動点を Zー経済の不動点に

導く経路があるのが証明された。したがって Zー経済には均衡解が存在する。 ロ

5 . 一般均衡解の存在

以上で生産関数がincreasingreturnsである経済にも non-increasingreturnsの経済にも均

衡解が存在するのが明らかとなった。それでは両者を含んだ経済全体では果たして会が存在

するであるか。ここで重要な役割を果たすのが角谷の第 2不動点定理である。よく知られて

いるように第 1定理は次のようなものである。

角谷の第 1不動点定理

x→ の(x)が£次元の閉単体 Sからの(S)の中への upperhemi-continuousの点対集合写
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像であれば、 x。E (/J (x。）となるような x。E gが存在する。 △ 

角谷の第 2不動点定理

K とLがそれぞれユークリッド空間炉しと炉に所属する有界・閉の凸集合であるとし、

厭m+nに所属するカルテッシアン積 KXLを考察することにする。炉と彼は KXLの 2つ

の部分集合であり、任意の x。EKに対して、 (Xi。,y) E炉となるような全ての yに関して、

x。を含む集合炉~oが非空· 閉かつ凸であり、任意の y。に対して、 (x,~。) E @となるような全

ての XEKの集合 Qyoは非空・閉で凸であるとする。これらの仮定の下で、『と＠は共通点

を持っている。 △ 

さて前節で論じたように non-increasingreturnsの生産関数を持つ部門の解集合を炉とし

increasing returnsの生産関数を持つ部門の解集合を似とする。そうすると角谷の第 2定理

によって

炉 n炒=e

とすれば、 eは両経済の均衡点である。

定理 5-1

increasing returnsとnon-increasingreturnsの2種類の異なる性質の生産関数を持つ経済

には均衡解が存在する。 △ 

6. 結び

大企業では生産関数がincreasingreturnsになっている場合が多いと見られる。それ故に

大量生産が実施される。国際貿易では国内需要だけでは生産過剰となり、海外の需要に当て

るほど、多くの財貨が生産されているのである。これは多く生産すればするほど、平均生産

費が安くなるからと考えられる。殆どの経済理論では constantreturns to scaleの生産関数

を使って分析が進められている。数学的に簡単であるメリットは大きいが、そのために現実

の大きな部分の分析を放棄している。価格形成ルールとしては限界価格形成方式 (marginal

pricing)、平均価格形成方式 (averagepricing)、 2部料金制 (two-partpricing)、などがあ

る。ここでは increasingreturnsの生産関数を含む場合にも、一般均衡解が存在するのを証

明して、いささかでも現実の経済現象への理論的接近を試みた積りである。
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