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配当付き株式のコール・オプション
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1. 序

自由な株式市場を前提として， 配当付き株式に対するコール・オプション

の価格を正確に導出するのが本稿の目的である。 まず， 第 2節で配当率一定

の株式のコール価格について， 熱伝導方程式を利用してブラック＝ショールズ

(Black-Scholes)式を求める。ついでウィナー過程に関する変換を通して， 複

合オプションのコール価格を第 3節において導出する。第 4節では配当額が一

定の株式のアメリカン・コール・オプションの価格付けを直接的方法により一

応求めるが，第 5節において，それに誤りが含まれていることを，複製ボート

フォリオの方法によって指摘し，さらに直接的方法を再検討して最終的に正し

いコール価格式に到達する。

複合オプションのコール価格の導出について，ゲスキ (Geske)はフーリエ積

分を使用したが，本稿では初等統計理論で理解し得る手順に従った。また一定

配当額の場合のコール価格も， その手順に若干の改変を加えて導出されてい

る。

1 
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2. 一定配当率付き株式のヨーロピアン・コール価格

完全に競争的な債券市場において，投資家が自由に何の制約もなしに，債券

とそれを対象とするオフ゜ションの売買を行うことが出来るものと想定しよう。

取引は連続時間において行われ，債券価格は短期的にランダム・ウォークし

て，伊藤型確率微分方程式の形で変動するものと考え，その場合に一つの確定

的な短期金利を持つリスク無しの安全資産が自由に貸借できることを前提して

おこう。

さて，原債券が一定率のキャシュ・フロー（以下では配当）付き危険資産（以

下では株式）であるものとし，その価格 S=S(t)は時間 tの変化 dtと共に

dS 
丙ー=μdt+adz(t) (S(O)=謬） (1) 

に従って変動すると想定しよう。ここにμ は Sの瞬時的期待変動率を， 6 は

その標準偏差を示し， zは標準ウィナー過程（標準プラウン運動過程）に従う確

率変数である。この原債券を対象とするヨーロビアン・コール・オプションの

価格 C は Sと tの関数であって

c=c(S, t) (2) 

と表され， C は Sについて 2回連続， tについて 1回， それぞれ微分可能で

あると想定される。伊藤の公式により

1 
dc=(c,+μSc叶ーu2S2c.,)dt+ uSc.dz 

2 

となる。 Ct, Cs, 年は C の偏微分係数である。

(3) 

他方， C も Sの関数であるので， C 自身も (1)と同様の変動に従う。すな

わち

de 
. C 
-=μcdt+acdZc (4) 

ここに μc,Ge, Zcは(1)式でのμ,a, zにそれぞれ対応する。 (3)式と(4)

式の各項の対応によって

2 
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1 
μ.c=c、+μSc,+-a2S2c,. 

2 
(5) 

a.c=aSc. (6) 

dz.=dz (7) 

関係が成立する。 (7)の関係は C と Sが完全相関することを意味する。

いまマートン (Merton)(1974)にならって，投資家が資金を確定短期金利 r

で借り入れ，（価格 Sに対して一定比率の）配当率 8付き危険資産と，それを対

象とするコール・オプションヘ全額投資するポートフォリオを組むとしよう。

W1と血をそれぞれ危険資産とオプションヘの投資額とすると，この純投資ゼ

ロのポートフォリオの価値 W の瞬時的収益.dWは， (1)と(4)の変動式

と(7)を考慮して，下記のようになる。

dW=-(wげ w2)rdt十皿(dS+;Sdt)王叫（乎）
=[w1(μ+8-r) +w2(μ.-r)]dt+Cw1a+w2a.)dz (8) 

(8)式の右辺第 1項は W の瞬時的期待収益を，・第 2項は dWの確率的変動・

を示す。いま確定的な（リスクのない）瞬時的裁定収益をゼロとするような， リ

スクのないボートフォリオを得るには，

w1(μ+8-r) +w2(μ.-r) =O 

W10+W20c=O 

(9a) 

(9b) 

が成立するように皿とW2を選択しなければならない。 W1と叫が共にゼロ

となることはないので， (9a)と(9b)が同時に成立するためには，

μ+8-r =生ユ
a a, 

(10) 

が必要十分である1)。(10)式は無裁定(no-arbitrage)の均衡条件と呼ばれ， Sと

C の危険 1単位当たりの危険プレミアムが，この均衡の下では等しくなること

を示している。

1) じ〗じ］＝［〗が非ゼロの (wi, Wz)をもっための必要十分条件はla bl=O 
C d 

である (Murata(1977), p. 47を参照）。

a
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(10)式右辺の分母と分子に C を掛けて， (5)と(6)の関係を考慮すると，

1 
研 μSc叶万゜愈c,,-rc

oSc, 

なり，また(10)式左辺の分母と分子に Sらを掛けると，

μSc,+(8-r)Sc, 
oSc, 

(11) 

(12) 

となる。 (11)と(12)は等しいので，結局において，つぎの偏微分方程式を得

る。

1 
ー a2舒c•• +(r-8)Sc.-rc+c、=O
2 

(13) 

さて，コール・オプションの行使価格を K とすれば， 満期日 Tにおける

C が

c(S*, T) =max[O, S* -K] (14) 

となることは明らかである。ただし， S*は Sの満期日での値を示す。 (14)の

境界条件の下で(13)の偏微分方程式を解こう 2)。

そのために c,u, hをつぎの通りに定めよう。

c(S, t) ==e•<t-T>y(u, h) 

1 
u==log(S/K)-(r-D-2aり(t-T)

1 
h=-a2(T-t) 

2 

(15) 

(16) 

(17) 

ここに yは U と hの関数で，これの形を後に求める。また logは自然対数

を示し， tは T以前の時間を指すものとする。 (16)と(17)の定義から

u.=s-1, u •• = -s-2 
1 

約＝ー(r-6-2゚2)

1 
h、=―a2

2 

が得られるので， (15)式の C を偏微分してつぎの関係が求められる。

2)大村 (1988),pp. 82~84を参照。ただし大村にはミスプリが4箇所ある上， 当該の

ページでは配当のない場合が扱われている。なお村田 (1991), §2は別の方法によ

って解いている。
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Cs =e•<t-T)S-加 (18)

Css =e•<t-T)s-2(y,.,. ―y.) (19) 

1 1 
c,=e•<t-T>[ry-(r-8-百6珈—z°2Yh] (20) 

(15), (18), (19)および(20)を(13)式へ代入して整理すると，

e•<t-T)ヤ(Juu叫=O

となり， e•<t-T) 呈 0 であるので，

Yuu―Jh=O (h~O, -oo<u<oo) 

の偏微分方程式が導出される。

(21) 

また(16)より

1 
Sf K =exp {u+ (r-fi--aり(t-T))

2 

を得るので， t=Tの時には，

S"-K=K(e"-1) (16n) 

となる。これを(14)式へ代入すると， (15)と(17)を考慮に入れて，

(16') 

y(u, 0) =max[O, K(e"-1) ]==f(e") (22) 

が(14)の条件に代わることがわかる。かくして， (22)の境界条件の下に(21)の

偏微分方程式を解くことになる。

(21)は熱伝導方程式であり， uが有界な範囲では，

y(u, h)=立e8)2,;~expげ（冠）2}dn (23) 

の解をもつことが知られている3)。 この積分形を見れば， y(u,h)が， 0を平

．均 u,分散 2hの正規分布に従う確率変数とする時のJ(e9)の期待値であるこ

とは明らかである。いま

(J―“ Q=vTh 

の変数変換を行うと，

(24) 

3)三浦 (1989),p. 110を参照。
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fJ=u+q嘆， q吋羞（な0の時）， dfJ=噂.dq 

なり，これらと(22)を(23)式へ代入すると，
00 

y(u, h)=母。K(e9-1)・eゆ｛予（国｝濯(J

古 (1;[exp{責 +q噂 +u}-exp{古}]aq C25) 

噂

となる。さらに(16')より得られる関係

Ke"=S・exp{-h+(O-r)(t-T)} 

を(25)式へ代入し，また

h+令が一q嘩＝合(q—噂）2
を利用すると，下記の(26)式が導出される。

y(u, h)=函 00―JS•exp{(D-r)(t-T) 一合(q-濱）2} -K•exp{デ}]aq
一, V2h 

1 00 00 
＝古[SeC6-r)(I吋 exp{—閂dp-K~,,.exp{-f}dq] (26) 

渇—嘩 2 ,. ―“ 

ただし，ここに

P==q-v弱

と置かれている。

亨

最後に，平均がゼロで，分数が 1の標準正規分布関数を

N(x)==(00古・exp{号}dw (-ooくx<oo)

と表すと，

1-N(x) =N(-x) 

の関係があるので， (26)式はつぎのように書き換えられる。

y(u, h) =Se<r-B)(TーI)N(d1)-KN(d2) 

ここに

6 
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d 
u Iog(S/K) +(r-B+a2/2) (T-t) 

1 == -
v2h 

+v'2h= 
av'戸

d 
u 

2 == -=  
v2h 

d1-av'戸
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(29a:) 

(29b) 

と置かれている。ここの logは自然対数を示し，以下でも同様である。そし

て(15)の関係を考慮すると， (28)式は

c(t)=Se-B<T—'>N(d1)-Ke—r(T-t) N(d2) (30) 

となる。これが一定配当率 8の付いた株式に対するヨーロビアン・コール・

オプション価格の Black-Scholes式である。 (29), (30)における Sが S(t)

であることを覚えておこう。

ところでギルサノフ (Girsanov)の定理によって，

t 

え(t)弓(t)-~ r-μ(r) 
0 a dr (31) 

と定義されたえは標準ウィナー過程に従う確率変数である4)。この変分

r-μ(t) 
az(t) = dz(t)- dt 

A 

を(1)式へ考慮して，

dS 
s -=rdt+aみ(t)

を得る。 (32)式を充たす解 S(t)を求めるため，

X(t) ==(r-a2/2) t+az(t) 

と置くことにより，

S(t)=S(O)が(t)

(32) 

(33) 

(34) 

が得られることは明らかである5)。なお (33)の X(t)は期待値が (r-o2/2)t,

分散が占の正規分布に従う 6)。いま(29), (30)において， B=Oと置き， (34)

の S(t)を代入すると， Black-Scholes式はつぎのように変形される。

c(t) =S(O)がc,,N(k1) -Ke—r(T—''N(k2) (35) 

4)森村・木島 (1991),pp. 130~136, と国田 (1976),p. 168を参照。

5)村田・里麻 (1992),p. 129を参照。

6)森村・木島 (1991),p. 136を参照。
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ここに

k1= 
log(S(O)/K) +X(t) +(r+o2/2)(T-t) 

oil戸

k2=k1-0V戸

(36a) 

(36b) 

注意すべきは， (35)と(36)に確率変数X(t)が入っていることで， c(t)を確定

的にするたには， E(X(t)) =(r-a2/2)tを， X(t)の代わりに用いなければな

らないであろう。 (35)式は次節において，複合オプションのコール価格の導出

に際して，有用である。

3. 複合オプションのヨーロピアン・コール価格

前節では一定配当率の付いた株式を対象とするヨーロピアン・コール・オプ

ション価格を(30)式に提示した後，さらにこのコール価格が原株の価格変動に

伴って変化する仕方を(35)式に示した。ところが(35)式のコールを対象とする

ヨーロビアン・コール・オプションの価格は如何に決定されるのかと言う，複

合オプション (compoundoptions)の価格付けを考える必要があり，これはゲス

キ(Geske)(1979a)によって一応の答えが得られている。本節においては森村・

木島 (1991)の方法に沿ってこの問題を解くことによって， Geskeの定式をよ

り明確にしたい。

いま前節における状態の中で， 8はゼロである場合を想定しよう。つまり原

株は配当がなく，その株価は(1)式に従って変動しているとすると，それに対

する，時点 Tで満期となるコール・オプション（権利行使価格は K)の t時点

での価格 c(t)は(35)式によって決まることが分かっている。 このコール・オ

プションの上に書かれた， いわゆる複合オプションのコール価格 6を考え，

後者の満期が t(<T), 権利行使価格が Lであるものと想定しよう。現時点

0における c=c(c(O),t, L)を c(O)と記して，

c(O) =e―,tE[max(O, c(t)-L)] (37) 

7)森村・木島 (1991),pp. 198~200を参照。ここでの考え方は村田 (1991), §2にお

ける方法と基本的には同じで， 2変量の分布関数を用いる点が違っている。
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を評価すればよい8)。そのために，まず

S*N(d*)-Ke―r(T—''N(d*-a四q)=L (38) 

d*= 
Iog(S*/K) +(r+a2/2)(T-t) 

av'戸

を満たす S*を求める。ところで， Black-Scholes式 (30)の c(t)は Sに関

して狭義の増加関数である9)。従って(38)式を満たす S*は一意で，また (35)

式と比較して明らかなように， c(t);;;;;;L になることは X(t)~log(S"I S(O))に

なることに，不等号（または等号）同志で対応する。故に(35)式と(37)式より，

c(O)=S(O)e―''(改(k)g(x)dx-Ke—•T(N(k-a-v'戸）g(x)dx 

00 

-Le吋g(坪 (39) 

“ 
を得る。ただし，ここに

a=log(S*/S(O)) (40) 

と置き，また g(x)は平均が (r-u2/2)t,分散が u2tの正規分布の密度関数で

あり，そして

log(S(O)/K) +x+(r+a2/2)(T-t) 
k== 。V戸

と置く。

まず(39)式右辺の第 3項を算定しよう。定義により，

1 1 X―(r-a2/2)t 2 贋xp{—孔 avt) } g(x)== 

であるので，

ダー(r-a2/2)t
W== 

av't 

と変数変換して，

8)村田 (1991),(7)式と (31)式を参照。

9) lJ=Oの場合には，て=T-tと置いて， C=c(t)の Sに関する偏微分は，

(41) 

(42) 

(43) 

疇S=N(di)+(a汎云）一1exp{—年/2} ・ [1-(K/S)exp{ad1Vrー (r+が/2)て｝］

=N(di)>O (d1>-oo) 

， 
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rg(x)dx= = 1 w2 a~-irz;exp{—叶dw=N(-w,,)
”“ 

を得る。ただしここに

a-(r-o2/2)t 
Wa== 。Vア

(44) 

(43') 

と置いている。 (44)式の最右辺は一 00から一Waまでの標準正規分布関数 ((27)

式に定義されている）を示すoかくして(39)式右辺の第 3項は， (40)と(43')を考

慮して，

一
-Le―'1N(a-ov t) (45) 

となる。ここに

log(S(O)/S") +(r+o2/2)t 
a==・ovT 

と置く。

つぎに(39)式右辺の第 2項を算定しよう。 (41)を考慮して (r==T-t),

q=-k+avて＝
- b―“―(r-a2/2)て

avi:-

b==log(K/ S(O)) 

と置く。 (44)と同様の関係を逆順に考えると，

N(-q) = (-k exp{―予}du

=(_.,ai伝exp卜合r-~芹吋}dy

となるので，

(46) 

(47) 

(48) 

(49) 

伍—q)g(x)dx= (g(叫 ~゚"~exp{廿(y-(:苫(2)て「}dydx(50) 

を得る。ここで g(x)に(42)の定義を代入する。いま

μ,.=(r-a2/2)t, μ1=(r-a2/2)T, P==汎万',a,.2=a2t, a,2=呵 T (51) 

と定義すると，

y-(r-a2/2)て=y+x-'μ1-p(a1/ら）（“―μ,,)

ai/7 =a1V戸

10 
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となるので，

A(x)弓 后P匂／叫(x―μ:,;)

と記せば， (50)式右辺は次のように書き換えられる。

(ら贔exp{-½(予）2HいUyV土v玩 exp{—幻虐悶}dydx (50') 

さらに(50')は， 2変量正規分布の理論によって
00 00 

~g(x)~g(ylx)dydx 
a b 

(52) 

と書き換えられる10)。ここに X とyは Pの相関係数をもち，それぞれが正規

分布に従う確率変数で， X は平均μェ， 分散 a,,2をもち， yは平均 μy,分散

a/をもつ。 (52)における g(x)は X の周辺分布の密度関数， g(ylx)はXが

与えられた時の yの条件付き分布の密度関数を意味する11)。(52)の g(x)と

g(ylx)の積を g(x,y) と表すと，

g(x, y)=2冗6ふ戸exp{2(1~況）［（ダ；げ—2/x-µ,,)(y-µy)

＋（予）2]} (53) 

となり，これは“と yの同時分布の密度関数であることが分かる12)。かくし

て(52)は

汀g(x,y)dydx 
a b 

(52') 

となるが，

U=(x-μx)/aェ， V=(y-'μ;y)/a;y (54) 

と変数変換すると， (52')は dx=a.. du, dy=aydVを考慮して，つぎのようにな

る。

10) 2変批正規分布については，例えば Hoel(1954),pp. 144~153を参照。

11) g(ylx)の yは平均が ，A(x), 分散が a:,2(1ーが）の正規分布をする。

12)注意すべき点として， もし(51)の中の pを一V万Tとおけば， (53)式の指数関数のベ

キにおける一2pが +2pに変わり， X とyの2変盤正規分布の密度関数とはなら

ない。
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( r 2が戸叫—言ド言゜2}dvdu .(55) 
五 Eコ竺

”” ここで(40),(48), (51)を考慮して

(-a+μ,.)/<1,.=[log(S(O)/S*) +(r-<12/2)t]/<1V-t (56a) 

(-b+μ,)/<1,=[log(S(O)/K) +(r-<12/2)T]/<1vT (56b) 

を得る。さらに(46)で定義された aと，

P== 
log(S(O)/K) +(r+a2/2)T 

avr (46') 

とを用いて， (56a)と (56b)はそれぞれ a-o,Iアと p-ovTになり， Pを

V詞と書くと， (55)の分布関数は

a-crVT~-crVT 
N2Ca-oilt, p-ovデ， v万）・==~ ~g(u, v)dvdu (55') 

-oo -oo 

と表現される。ここでの g(u,v)は(55)式の中の密度関数を示す。かくして(39)

式右辺の第2項は

-Ke―rTNla-a-Vァ，炉—a-VT, -Vilデ）

になる。

最後に(39)式右辺の第 1項を算定しよう。 (42)の g(x)を用いて

e"—rtg(x) 1 1 x-(r+a2/2)t 2 
＝賃exp{-2一(a-i/T)} 

を得る。

他方， (49)式と同様に考えて（て=T-tと置く），

(57) 

(58) 

N(k) =~〗~exp{ —予}du=(_万如叫予(Y-c:;'.竺）に
(59) 

となるので，

m,,==(r+a2/2)t, my==(r+a2/2)T, a,,2奎 a2t,ay2¥a2T, P==汎万 (60)

B(x) ==my+P(ay/a,,)(x―加）

と置けば， (50')式と同様の次式が導出される。

12 
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~ ~ez-rt g(x) N(k)dx =后如叫予（デ「｝

x~ooay五五i1:z;exp{デ仄巴鸞}dydx (61) 
b 

そして(52)~(56)の展開と同じ手順に従って， (61)式右辺は

a fJ 

~-J-002冗v丘exp{—誓匁叫71dど
に書き換えらられる。ここに

ど奎(x-mx)/<1:r:,7/==(y-my)/<ly 

と置く。かくして(39)式右辺の第 1項は

S(O)N2(a, fl, v'可）

になる。

(62) 

(63) 

故に(45), (57), および(63)によって，複合オプションの現時点におけるコ

ール価格は

c(O)=S(O)N2(a, /3, ,I戸）ーKe―rTN2(a-avT,/3-a,Iア，灯万）

-Le―'1N(a-o-Vア）

と決定される。ここでの諸記号の意味をまとめると，

log(S(O)/S*) +(r+a2/2)t 
a幸 oi/了

圧
log(S(O)/K) + (r+a2/2)T 

a-vr 

N(a-aげ）幸！
aーがア

1 
言 exp{―誓}dw

-oo 

(64) 

であり， N,.(a,/3, p)は(62)の2変量の標準正規分布関数を示す。そして S*

は(38)式を満たす一意の解である。

4. 一定配当額付き株式のアメリカン・コール価格

配当ゼロの株式のアメリカン・コール（満期前に権利行使可能な）は，決して満

13 
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期以前に権利行使されないことを先づ明らかにしておこう 13)。いま k を権利

行使価格， Sを株価， 満期までの時間を T, 安全資産のリスク無し利子率を

rとすれば，現在のアメリカン・コール価格 Cは

C~max(O, S-Ke―rT) (65) 

である14)。もしいま権利を行使すれば，

C=max(O, S-K) (66) 

つまり C=Oまたは C=S-K(>O)である。ところが権利行使しないで「生

きている」ままの状態では， c;;;;;oまたは

c;;;;;s—Ke-rT>S-K(>O) (T >oのと約 (67) 

となる。これらは満期前の任意の時点で成立する関係であるので，当面のコー

ル・オプションを満期前に権利行使することは損失となる。かくして満期以前

に配当が無い株式のアメリカン・コールは，ョーロビアン・コールと同等の価

値をもつ。

一般に現金配当の権利落ちの前と後では，株価に差が生じ，それがオプショ‘

ン価値に直ちに影響する。もし現金配当に対してオプション価値が変化しない

ように，契約条項が調整されているならば，そのオプションは配当プロテクト

(payqut-protected)であり，そうでない場合のオプションはアンプロテクトで

あると言われている。我々は後者の場合を取扱うが，特に一定配当がオプショ

ンの満期日以前に支払われることの確実な株式を対象とするアメリカン・コー

ルの価格について考える。当然に配当権利落ち日より以前の時点では， その

コールの価値はそれ以後よりも高い可能性があるので，そのアメリカン・コー

Jレ・オプションは満期日の相当以前の時点でも権利行使され得る。この問題を

最初に理論的に論じたロール (Roll)(1977)に従って記号をつぎのように約束す

る。

D=確実に支払われる既知の配当額。

13) Merton (1973), p. 144を参照。

14)村田・里麻 (1992),p. 154を参照。

l4 
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t=配当権利落ち日までの時間。

a=配当権利落ちの直後に下落する株価変化額のDに対する割合。

配当付き株式の市場価値を凡と記すと， t時以前における凡は，配当な

しの株価 S.,.Ir., Dに基づく追加的価値を加算した大きさとなり， t時以降の

てについての P.,.l;J:S.,.しこ等しいと考えられる。そして Sは(1)式の伊藤型の

微分方程式に従い， i-(<t)時での Dに基づく追加的価値は aDe―r(t-T) に等し

い筈である。後者は配当権利落ち直前において aDとなり，その時点より早い

時点ほど， rの率で割引かれた一層小さい正値をとる。

当面の株式を対象とするアメリカン・コール・オプションが生きたまま保有

される時，配当権利落ちの直後におけるそのオプションの価値は，上述のよう

にヨーロビアン・コール価格 c(S(t),T-t, K)に等しくなってしまう。そ

れはt時点以降では満期日までに配当が無いからである。しかしもしそのオプ

ションが，配当権利落ちの直前に行使されるならば， S(t)+aD-Kの収入を

得るであろう。ちょうど t時点において

c(St, T-t, K)=St+aD-K (68) 

を成立させるような stが算定されるであろう。 (68)式の左辺は(30)のBlack-

Scholes式（ただし li=Oの場合）によって与えられる。故に(68)式はつぎのよ

うに書き換えられる。

st Ni⑱) -Ke―r(T-t) N(df-oy'fC-乃=St+aD-K (68') 

ここに

が＝
log(S↑ /K) +(r+o2/2)(T-t) 

oi,I戸

配当権利落ち日におけるアメリカン・コール・オプションの価値は S(t)+

aD-K(>O)であるので， もし S(t)が stより大きければ，その時点でアメ

リカン・コール・オプションは権利行使され， 逆に S(t)~St であれば，行使

されずに満期までヨーロビアン・コールと同じ価値をもつ。故に t時点におい

て，そのコール価格 C(t)は

15 
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C(t) =S(t) +aD-K (S(t)>Sり (69a) 

C(t) =c(S(t), T-t, IO=c(t) (S(t)~Sり (69b)

の値をとる。これを境界条件として，現時点 0における当該アメリカン・コー

ルの価値 C(O)は次式を満たすものとして決まる。

C(O)=e―'1E[max(c(t), S(t)+aD-K)] (70) 

ここで c(t)は(35)によって与えられている。従って(70)の C(O)の一部は前

節の複合オプションのコール価格になり， Geske(l979b)はこれを直接計算す

る。以下で我々は，前節での方法によって(70)式を(69)の条件下に算定する。

(34), (35)を考慮に入れ， (39)式の導出と同様にして，

C(O)=S(O)e―,,(~N(k)g(x)dx-Ke―,T(::(k-ui/戸）g(坪

+S(O)e-r'(e"g(x油 +(aD-K)e―rt00g(坪 (71)
h 

~ 
h 

を得る。ここに

h==log(S↑ /S(O)) (72) 

Kは(41)に定義されたもの，そして g(x)は平均が (r-o2/2)t,分散が o2tの

正規分布の密度関数である。

(71)式右辺の第 4項は， (39)式右辺の第 3項と同じようにして，

(aD-K)炉rtN(r-ui/ア）

と評価される。ここに

r=三

log(S(O)/St) +(r+u2/2)t 
ui/ア

である。

つぎに(71)式右辺の第 3項の評価に移る。 (58)式を利用すると，

(73) 

(74) 

(e:x: —rig(坪＝ら仕exp{オ｝炉N(r) (75) 

となる。ただし

P奎

“―(r+a2/2)t 
uvT 

16 
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と置いている。かくして(71)式右辺の第 3項は

S(O)N(r) 

になる。

(77) 

さらに(71)式右辺の第 2項を計算しよう。その中の積分は， (49)式を考慮す

るCN(k-•V<) gC,)dx -丘叫＿］三i-w-;~了'/2吋)dydx

(78) 

を得る。これは(50)式における aを一hで代替したものであるので， (51)~

(55)と同様の展開を行うことができる15)。かくして

h-μ" log(S↑ /S(O))-(r-a2/2)t 
U,: ayア =-r+avT (79) 

に注意して， (71)式右辺の第 2項はつぎのようになる。

-Ke―rTM(-r+avt, /3-ai/T, Vり的 (80) 

最後に(71)式右辺の第 1項は， aを一hで代替した(61)式に S(O)を乗じた

ものとなるので，結局において

S(O)Nz(-r, P, v万）

に等しい。

かくして(71)式全体は下記のように評価される。

C(O) =S(O)[N(r) +N2(-r, P, -v't庁）]+aDe―'1N(r-a-v't) 

(81) 

-K[e―''N(r-aげ） +e—rTN2(-r+a-v't, /3-a-v'冗 V芦）] (82) 

ここに¢ と rはつぎのように置かれている。

P== 
log(S(O)/K) +(r+a2/2)T log(S(O)/St) +(r+a2/2)t 

a-v'r―,  r芋 avア

(82)式は Geske(1979b)の結果と完全に一致する。

なお

N2(a, b, P) =N(a)-N2(a, -b, -p) (83) 

15)脚注12)と同じ注意があてはまる。

17 
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の恒等関係がある 16)。これを(82)式へ考慮すると，それはつぎのように書き換

えられる。

C(O)=S(O)[l-N2C-r, -fl, -v万）]+(aD-K)e―'1N(r-avt) 

-Ke―rT[N(-r+ayf)-N2(-r+a五—p+ai/T, - v四）] (84) 

5. 複製ポートフォリオの方法によるコール価格

前節での配当付き株式のコール・オプション価値の導出は直接的方法による

が，これを間接的に求める方法を本節で考えよう。当面のアメリカン・コール

・オプションの価値が，つぎの三つのヨーロビアン・コール・オプションの価

値の合計に等しくなるように，複製(duplication)ボートフォリオを組むことを

ホエイリー(Whaley)(1981)は提唱する17)。すなわち

(a) 行使価格 K,満期が Tのヨーロビアン・コール・オプションを 1単位

買い越す。

(b) 行使価格 Sし満期が t-e(eは任意の微小正値）のヨーロビアン・コール

・オプションを 1単位買い越す。そして

(c) 行使価格が S□-aD-K, 満期が t-eの 1単位のヨーロビアン・コー

ル・オプションを(a)のコール・オプションの上に書いて，売り越す。

ここにおける t-eとは配当権利落ち直前を意味する。いま上述の(a), (b), 

(c)のコール・オプションの現時点 0における価格を，それぞれ Ca, Cb, Ccと記

すと， (30)式と(64)式を考えて，それらはつぎのように決まる。

ca=S(O)N(f])-Ke―rTN(f]-a汀） (85a) 

cb=S(O)N(r)-S后 '1N(r-avt) (85b) 

Cc =S(O)N2(r, fl,』方）ーKe―rT砧(r-av了，¢ーai/T,i/t7"丙

-(St +aD-K)e―'1N(r-ai/t) (85c) 

16) Whaley (1981), p. 208を参照。なお (84)の導出では 1-N(a)=N(-a)も考慮す

る。

17) Roll (1977)の複製とは{b)おいて差異がある。

18 



配当付き株式のコール・オプション価格の導出（村田） 19 

ここに

P= 
log(S(O)/ K) +(r+o2/2)T 

o,l'f 

r= 
log(S(O)/St) +(r+o2/2)t 

ovT 

そして stは(68')式を満たすように決まっている。

Whaleyのボートフォリオをらと記すと，

Cw=Ca-Cb-Cc 

=S(O)[N(P)+N(r)-N2(r, P, ,I可）]+aDe―'1N(r-ov'ア）

-K[e―'1N(r-o汀）＋げ{N(P-o汀）喝(r-o,lf;p-oy'T, v'可｝］

となる。ところで(83)の恒等関係の対として

N2(a, b, p)=N(b)-M(-a, b, -p) (83') 

が成立するので， C..はつぎのように整理される。

Cw=S(O)[N(r) + MC-r, P, -ii叩）]+aDe―''N(r-11,/了）

-K[e—''N(r-avt) +e-rTM(-r+avt, p-11,IT, -v可）] (86) 

これを(82)と比較すると，相関係数 Pの符号が逆になっている。 Geske(1981)

は(82)における p=y刃丙ま誤りであることを認めたが，彼は単に誤植(typogra-

phical error)と弁解しているに過ぎない。

(86)と同じ結果を前節の Geske(1979b)の直接的方法によって得るために，

(71)式右辺の第 1項と第 2項の算定を再検討しよう。その第 2項の積分は (r=

T-tと置いて），

(g(x)(→ exp{ _ __!_ y-(r-a2/2)て 2

—h b-工

a,! 年 2(a,!~) }dydx 

となることは既に(78)において示された。いま

z==-y, μz=-(r-o2/2)T, Oz2==o2T, P==-il可，

μz==(r-o2/2)t, oz2:e:o2t 

と定義すると， oi/T-t=ozi/1ーが，そして

-y+(r-o2/2)(T-t) =z-x-H紅）

(87) 

(88) 

(89) 

19 
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となり，ここに

H(x) =μ, + p(a,/ax) (x-μ:r) 

と置く。故に(87)はつぎのように書ける 18)。

(h芥exp{-½(予）2} 

x(~a年し戸exp{-½匁包鸞2}dzdx (87') 

これを計算して整理すると，

h -b 

~ ~1_ 
-oo -oo 

2匹匹zVl-p2

Xexp{z(;! 炉）［（門戸）2 _2/x-~ 此―µz)+(~列]} (90) 

になり，ここで

U==(x-μ,,)/11,,, W==(Z —ん）/uz (91) 

と置くと， (90)は次のように変形する。

炉＼予 1 { がー2Puw+w2
211:v1-p2 

exp - 2(1ーが） }dwdu 
-oo -oo 

(92) 

ここで，注意すべきは， Wについての積分の上限値が一(b-μ.)/a.でなく，

(-b-μ.)/a. となることである。そして

(h-μ,,)/a,,=[log(St/S(O))-(r-a2/2)t]/avt = -r+avt 

(-b-μ.)出 =[log(S(O)/K)+ (r-a2/2) T]/avT=/J-aゾT

を考慮すると， (92)は，

N2C-r+avt, /J-avT, -』庁） (92') 

と表現される。

つぎに(71)式の第 1項について上述と同じ手順で再計算する。 (58)と(59)を

考慮して（て=T-tと置く），

18) z写—y と置くことにより， zに関する積分の範囲は一00 から x-bまで変わる。

20 
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-co から一bまでになる。
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丘エー'1g(x)N(k)心＝＼□(1ふ,exp{-½(x-c:言/2)ゲ｝

x(ー：：：石加叫—½(三雲~/2吋}dydx (93) 

を得る。いま(88)と同様に,az2=a2T, a/=a2t, z=-y, mz=-(r+a2/2)T, 

戸—凶万， mx=(r+a2/2)t

と定義すると， a,IT-t=azi/l-p2, そして

-y+ (r+a2/2)(T-t) =z-x-F(x) (89') 

となり，ここに

F(x)=加 +p(az/a:::)Cx-m:::)

と置く。故に(93)式右辺は(87')と同様になり，それは次のように整理される。

h -b 

~ ~1 -
-oo -= 2冗ら<lzVl-p2

Xexp{z(; ら［（ピ戸）2 -Zp (x-m;:0:z-mz) + (z-:Z『]}(94) 

ついで(91)と同様の変数変換を(94)に施すと，積分の上限値がそれぞれ

(h-mx)/ox=[log(S↑ /S(O))-(r+o2/2)t]/ovt= -r 

(-b-mz)/oz=[log(S(O)/K) + (r+o2/2) T]/oi/T=/1 

となるので， (94)は次のように表現される。

N2(-r, fl, -ii詞） (94') 

かくして(71)式右辺の第 1項と第 2項は，その積分部分が(94')と(92')とな

ることが分かったので，前節での(82)式は次のように修正されなければならな

し‘
゜

C(O) =S(O)[N(r) + 11ら(-r,fl, --v'汀）]+aDe―'1N(r-avア）

-K[e―'1N(r-a凶う+e―'7N2(-r+avt,(3-ai/T, -vt/T)] (95) 

(95)式は Whaleyの(86)式に一致する。問題は Geske(1981)も言っている

ように，複製ボートフォリオの方法は多種類あり，そのうちで最も簡単なもの

が Geske(1979b)の直接的方法で導出されたコー）レ価格である。その際に相関

21 
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係数を正値とするか負値にするかで， (82)式か(95)式かの答になるけれども，

Whaley (1981)は数値例によって(95)式の現実適用可性を確認した。

〔付記〕本論文は1991年度関西大学学部共同研究費による研究成果の一部である。
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