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数学における唯名論への反論   
 

                                有安和人 
 

 

序   

 

 「2 は素数である」という文は何を語っているのだろうか。標準的な意味論であ

れば、数詞「2」は単称語であり、「2」は何らかの対象を指示していることになる。

しかし、唯名論の立場では、「2」が何らかの対象を指示することを否定する。唯名

論にも様々な立場があるが、本稿で取り上げるのは、Hofweber の「限定詞説」と

Field の「虚構主義（fictionalism）」である1。これら二つを取り上げる理由は、両

者が標準的な意味論に対する問題提起であるからである。限定詞説では、数詞「2」

が単称語であることを否定する。このことによって、数詞「2」が対象を指示するこ

とを否定する。虚構主義は、数詞「2」が単称語であることを認めたうえで、「2 は

素数である」という文は架空の物語の一部であると主張し、数詞「2」の対象が存在

することを否定する。 

本稿は以下の手順で唯名論に反論する。①Hofweber の「限定詞説」（1 章）。②

Field の「虚構主義」（2 章）。③「数学的対象を定義する仕方が複数ある」という問

題（3 章）。④数学の中の発見（4 章）。⑤正当化の方法（5 章）。⑥発明（6 章）。以

上から、以下の結論を導く。唯名論では、数学の中の様々な行為が説明できない。

数学には発見があり、長い探求の結果、数学的対象の新しい性質が発見される。唯

名論では、数学に発見があるという事実が説明困難であり、数学的対象の存在は認

めねばならない。数学の真理は蓋然的真理であり、数学的対象の存在も蓋然的真理

である。しかし、その蓋然的真理とは、我々の生命を委ねることができるだけの確

実性を持っている。 

 

 

1. Hofweber の限定詞説 

 

1.1 限定詞説の説明 

 
 

1 Hofweber は自説に名称をつけていない。「限定詞説」という名称は私が勝手につけた

ものである。 
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Hofweber は、数詞「2」は「単称語」ではなく、「限定詞（determiner）」である

と主張する。例えば、「2+2＝4」とは、「二つの石と二つの石とを合わせると、四つ

の石となる」というような文から名詞（石）を省略した文を表示するという

（2016：161）。Hofweber の根拠は以下のように要約できる。 

 「2+2＝4」は、英語では次のように二通りで表現される。 

 

        Two and two are four.                （1.1） 

Two and two is four.                  （1.2） 

 

小学校の算数では、子供は（1.1）の形式で数詞の学習を開始する。そして、数が大

きくなると、（1.2）に移行する。つまり最初は、石や積み木のような具体的な物体

を用いて学習する。数が大きくなると、数多くの石を表象することが困難であるた

め、数を表す語を単称語にして、（1.2）の形式での学習に移行する（2016：129-

148）。ここから、Hofweber は次のように結論する。 

 

数詞は非指示である。その意味は、数詞が指示することを目ざしているのではなく、

指示とは別のことをしているということである。ここでの説明では、数詞は限定詞で

あって、様々な理由で単称語の位置に現れているのである（2016：148）。 

 

 日本語では、動詞に単複の区別が現れないため、（1.1）と（1.2）とに対応する文

がない。しかし、日本の算数教育においても、（1.1）の形で学習は導入される。即

ち、「二つの石と二つの石とを合わせると、四つの石となる」といった、具体的な物

体を用いて学習が導入される2。 

ところで Hofweber は、以上の議論は「算術に特有のことで、よって数学全般に

は議論が引き継がれない」と注意を促している（2016：177）。Hofweber がいうと

ころの「算術」とは、「自然数を扱う数学的学問」である（2016：4）。よって、

Hofweber の「算術」は計算問題だけではなく、数論も含む。自然数を扱っていれ

ば、「無限に多くの素数が存在する」（2016：150）というような文も「算術」に属

する。私は、「無限に多くの素数が存在する」のような文は数論に属する文として、

計算式文から区別して、Hofweber の限定詞説に反論したい。 

 

 
 

2 日本の小学 1 年生の教科書では、まず 10 までの数詞を学習し、次に「何番目」と数え

ることを学習する。例えば、犬が 6 匹並んでいて、「前から 3 匹」、「前から 3 番目」とい

った具合に数えることを学習する（『しょうがくさんすう 1 年上』：1～10）。 
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1.2 限定詞説の問題点 

 

Hofweber がいうように、通時的にも共時的にも、数詞は限定詞として導入された

し、導入されるだろう。即ち、人類が数を導入した時も、おそらく限定詞として導

入されたであろう。また、我々が数を学習するときも、限定詞として学習を始める

であろう。しかし、数学理論のすべての文において、数詞「2」が限定詞であるとは

いえない。少なくとも、数論の文において「2」が用いられる場合、「2」は指示を行

っており、数学者は対象について語っている。 

 私の論点は二点である。①人類が数を導入した時も、我々が数を学習するとき

も、数詞は限定詞として学習される。この意味では、Hofweber の限定詞説は正し

い。②しかし、計算式の次元と数論の次元とを区別すると、両者では数詞の使用法

が異なり、数論の次元では限定詞説が成立しない。数詞の役割が、計算式と数論と

では異なる。数論の文中では、数詞は対象を指示するものとして使用されている。 

 まず、①から説明する。イフラによると、有史以来最古の数字はシュメール文字

とエラム文字で（前 3200～3000 年頃）、これらの文書の目的は種々多様な商品の数

量を会計簿につけることだった（イフラ，1988：123-124）。 

 

シュメール人とエラム人は、…旺盛な経済活動が生む多様な要求を満たすために、数

量計算の結果や財産目録を小さくておおむね長方形の小さな粘土板に記録する習慣

を、前 3 千年紀初頭から身につけていたのである。（イフラ：124） 

 

粘土板上の会計方式より古い会計方式は、小石や土片で数を示すものであった（前

3300 年頃）。例えば、細い棒状の石は第一位の位の 1 単位を、球は第 2 の位の 1 単

位を、円盤は第 3 の位の 1 単位を意味するといった具合である。数を表すこの物体

は、しばしばカルクリ（calcli）と呼ばれ、ラテン語の calculus の語源である（イフ

ラ：124-125）。 

 以上は人類が数字を発明した様子であった。数字が会計の必要から発明されたと

すれば、数式を人類が用い始めた頃も、数字は限定詞として用いられたであろう。

したがって、この点で Hofweber の限定詞説は正しい。 

 次に②の説明をする。先の引用文において、Hofweber は「数詞が指示することを

目ざしているのではなく、指示とは別のことをしている」と語っていた。Hofweber

の論点は、文法において単称語でも、指示語としては用いられていないということ

にある。Hacking が指摘している通り、Hofweber の議論は Wittgenstein の思想の

延長線上にあるといえる（Hacking，2014：249；邦訳 317）。Wittgenstein は次の

ことを語っていた。 
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「意味（Bedeutung）」という語を使う場合、すべての場合ではないにしても多くの場

合は次のように説明できる。語の意味とは、言語内でのその使用である。（『哲学探

究』§43；Wittgenstein，1953：20） 

 

Hacking は、この Wittgenstein の格言を改作して、「表示を問うてはならない、使

用を問え」と主張する（2014：249；邦訳 317）。この標語に Hofweber の議論は合

致する。 

 その「使用を問え」という観点において、限定詞説には問題がある。計算式の次

元と数論の次元とを区別すると、数論の次元では限定詞説は成立しない。その根拠

は二つである。第一に、限定詞説では数学の言語行為が説明困難である。数論は数

について論ずるのであるから、数詞は対象を指示し、その対象の性質について数論

の文は語っている。古代ギリシア数学の時代から、数論では数を偶数・奇数・素

数・平方数・完全数といった種類に分類し、数がどのように生成されるかを論じて

きた。例えば平方数「1，4，9，16，…」の数列は、どの数も奇数の数列「3，5，

7，…」の数を加えることによって前の数から生まれる（カッツ，2005：194）。こ

のように、数論は数を論ずるのであるから、数詞は対象を指示するものとして使用

されている。 

 第二に、現代数学では集合が全数学の基礎であり、集合で数や関数を定義する。

集合で定義するということは、数や関数は対象であるということである。実際、数

学者の齋藤は「数学的対象の集まりを一つの対象とみて、これらを集合という」（齋

藤：1）と述べ、集合によって関数を定義し（齋藤：10）、自然数・整数・実数を集

合によって定義してゆく（齋藤：第 2 章）。数が何らかの「集まり」でなければ、な

ぜ集合で定義しようとするのか。集合で定義するという行為は、「数・点・関数」が

対象であるということである。よって、限定詞説は数学の言語行為と合致しない。 

 数論では、数を集合で定義する。そして、加減乗除の演算は写像によって定義さ

れる。 

 

定義 X を集合とする。X×X から X への写像を X 上の二項演算または単に演算とい

う。X の元 x，y に対して決まる X の元 f(x，y)を、x+y とかくとき、この演算を加法

と言い、xy とかくとき、この演算を乗法という。（齋藤：35） 

 

演算は写像によって定義され、写像は集合によって定義される。よって、数論学習

後は「2+2＝4」のような計算式でも、「2」は対象を指示するといえる。つまり、数

論においては、「2+2＝4」のような計算式でも、「2」は対象を指示するといえる。 
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 以上の議論をまとめよう。計算式の次元と数論の次元とを区別すると、両者では

数詞の使用法が異なり、数論の次元では限定詞説は成立しない。その理由は二つで

ある。第一に、数論は数について論ずるのであるから、数詞は対象を指示している

と解釈するのが自然である。第二に、限定詞説は数学の言語行為と合致しない。 

 しかし、限定詞説には傾聴に値する点がある。人類が数を導入した時も、我々が

数を学習するときも、数は限定詞で導入される。この点で限定詞説は正しい。しか

し、人類が数論に移行したとき、そして我々が数論を学習したとき、数は対象にな

るといえる。 

 

 

2. Field の虚構主義 

 

2.1 Field の虚構主義の説明 

 

 数学の対象を定義する仕方は複数ある場合が多い。Field は、この定義の恣意性が

虚構主義の根拠になるという（Field ，1989：22）3。例えば現代数学では、自然数

は集合によって定義される。しかし、定義の仕方は複数ある4。 

 

   ｛∅｝，｛∅,｛∅｝｝, ｛∅,｛∅｝, ｛∅,｛∅｝｝｝,…           （2.1） 

   ｛∅｝，｛｛∅｝｝，｛｛｛∅｝｝｝，…                   （2.2） 

 

（2.1）は、数 x の次の数を「x と x のすべての要素とからなる集合」と考える。

（2.2）は、数 x の次の数を「その要素が x である集合」と考える。現代数学では、

集合論は全数学の基礎である。しかし、Field は集合を基本的対象と考えるのも恣意

的だという。というのも、集合を関数で定義することも可能であるからである

（1989：21）。Field は、これらの恣意性を最も自然に説明できるのは虚構主義だと

いう。「2+2＝4」であるのは、数学という物語がそういっているからである。それは

小説と同様である。即ち、「シャーロック・ホームズが探偵である」のは、物語がそ

ういっているからである（1989：3）。自然数の定義が複数あるのは、（2.1）でも自

然数の物語は作れるし、（2.2）でも自然数の物語は作れるからである（数学的対象

を定義する仕方が複数あるという問題は後で論ずる）。 

 
 

3 Azzouni は、この定義の恣意性を、数学的対象が数学者に存在論的に依存することの

根拠とみなしている（2004：60）。 
4 自然数の定義の例については、Benacerraf（1965：278）を参考にした。 
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2.2 Field 虚構主義の問題点 

 

 虚構主義に対しては、次の四つの反論が可能である5。第一に、Bueno と Zalta が

主張していることだが、虚構主義も含めて唯名論では、数学のしていることを理解

することが困難になる。唯名論では、数学の文を文字通りに受け取ることはでき

ず、これらの文を書き換えねばならない。数学的対象の存在を認めることを避ける

ため、唯名論的に容認可能な仕方で再解釈して書き換えねばならない（Bueno and 

Zalta，2005：294）。実際、Field は次のことを語っている6。 

 

虚構主義者は次のように言うことができる。「2+2＝4」が真であるのは、「オリヴァ

ー・トゥイスト（Oliver Twist）はロンドンで暮らしていた」ということが真である

のと全く同じ意味である。後者がそうであるのは、よく知られた物語によって真であ

るという意味においてのみである。前者が真であるのは、標準的な数学によって真で

あるということにおいてのみである。同様に、虚構主義者が 2+2＝4 を信じるのは、

標準的数学が 2+2＝4 と言っている（或いは標準的数学の帰結である）と信じている

という意味においてのみである。このことは次のことと同様である。オリヴァー・ト

ゥイストがロンドンで暮らしていると我々のほとんどが信じるのは、オリヴァー・ト

ゥイストがロンドンで暮らしていると、その小説が言っている、または小説の帰結で

あると我々が信じているという意味においてのみである（Field，1989：3）。 

 

 Field の言っていることは次のように要約できる。虚構主義の場合、文（2.3）を

（2.4）の文に書き換えねばならない、もしくは読み換えねばならない。 

 

      「2+2＝4」は真である。                （2.3） 
 

5 Field の論点は、数学なしでも自然科学はやっていけるということにある（1989：
6）。Field は、数学的対象の存在に対する唯一の重大な論証は不可欠論証であるという

（2016：5）。そこで Field は、ニュートンの重力理論を数学なしで展開して見せた。

Field の虚構主義に対しては既に Shapiro（2000：227-237）、Resnik（1997：53-59）
の批判がある。本稿では、これらとは異なる角度から反論する。不可欠論証とは、自然

科学の展開には数学が不可欠であり、自然科学に対する確証は数学に対する確証となる

という主張である。私は、「数学的対象の存在に対する唯一の重大な論証は不可欠論証で

ある」とは考えない。基本的に、数学は数学内で正当化されると考える。このことが、

Field の「数学なしでも科学はやっていける」という主張を取り上げない理由でもある。

不可欠論証については、Resnik（1995）を参考。 
6 以下の引用文で「オリヴァー・トゥイスト」とは、Dickens の同名の小説の主人公。 
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「2+2＝4」は標準的数学がそう言っているから真である。  （2.4） 

 

Bueno と Zalta が批判するのは、いちいち書き換えることが不自然であるというこ

とである。 

 虚構主義に対する第二の反論は、前述したように、現代数学では、集合で数や関

数を定義する。集合で定義するということは、数や関数が対象であるということで

ある。 

 虚構主義に対する第三の反論は、小説と数学の質的な相違である。数学は、常に

新しい文が作られて、その文の真偽はほぼすべて決まる。小説の場合、著者以外の

他者が新しい文を作ることはない。数学の場合、極めて多くの人が新しい文を作

り、また原理的にはすべての人が新しい文を作ることができ、その文の真偽はほぼ

決まる。もちろん、真偽の決まらない数学の文もある。例えば「自然数の濃度（可

算濃度）ℵ0と実数の濃度（連続体の濃度）ℵとの間にある濃度は存在するのか」とい

う連続体仮説（continuum hypothesis）のように、真偽の決まらない文もある7。し

かし、このような確定しない文の存在も、小説のような虚構と数学との質的相違で

ある。虚構であれば、どんな文に対しても、肯定か否定かのどちらかを決めて物語

を作れば良い。数学には、そのような自由はない。 

 虚構主義に対する第四の反論は、数学には発見があるという事実である。小説の

中の存在者、例えばオリヴァー・トゥイストという登場人物の場合、小説で書かれ

た内容以外の性質が新しく発見されることはない。登場人物の隠れた性質があっ

て、その性質が新しく発見されるということはない。それに対し数学では、それま

で知られていなかった新しい事柄や性質が発見されるし、発見され続けるのであ

る。例えば、虚数は 16 世紀に導入された。18 世紀になって、次の（2.5）式のよう

に、虚数と正弦関数・余弦関数とが結びつくこと、（2.6）式のように

（𝑥に𝜋を代入することで）、虚数と𝜋とが結びつくことが発見された8。 

 

     𝑒 = cos 𝑥 + 𝑖 sin 𝑥                   （2.5） 

     𝑒 = −1                       （2.6） 

  

また、5 次以上の次数を持つ方程式の代数的解法を求める問題のように、300 年ほど

要して解決される問題もある。方程式の代数的解法を求める問題は、ルネサンスか

ら追求が始まり、アーベルが 5 次以上の方程式には代数的解法が存在しないことを

証明した（1826 年）。 
 

7 カントルは、濃度がℵ0のすぐ次の濃度がℵであると予想し、連続体仮説と呼ばれる。 
8 カッツ（2005：631）、示野（2012：170-171）、ダンハム（2012：126-130）を参考。 
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数学には発見がある。発見という点では、現実に存在する物体と同様である。新し

い性質が発見されるという事実は、対象の存在を認めなければ説明困難である。数

学には発見があるという事実は、虚構と数学との決定的な違いの証左である。数学

には発見があり、発見が終わることはない。このことは、虚構と数学との決定的な

違いであり、限定詞説と虚構主義を含めた唯名論への決定的な打撃となる。 

 

 

3. 対象の不完全性 

 

 ここでは、「数学的対象を定義する仕方が複数ある」という問題を取り上げる9。

Putnam は次のことを語っている。 

 

要約すると、すべてを「スコーレム化する」ことができる。いかなる語も（自然的で

ない心の力なしには）指示を固定することは絶対的に不可能であるように見える。

（Putnam，1980：476）10 

 

Putnam の言っていることを説明すると、次のようになる。レーベンハイム・スコ

ーレムの下降定理によれば、「言語 L における無矛盾な理論は、L の濃度以下もしく

は高々可算のモデルを持つ」（田中，2019：69）。「可算のモデルを持つ」とは、自

然数と同じ無限数個のモデルが存在するということである。つまり、無矛盾な言語

であれば、どんな言語でも複数のモデルがあるということが数学的に証明されてい

るのである。自然数や実数の定義が複数あることは、レーベンハイム・スコーレム

の定理によって保証されているのである。そして、このレーベンハイム・スコーレ

ムの定理は言語一般に拡張可能である。よって、Quine がいうように、数学だけで

なく、すべての対象に不完全性は適用されるのである。 

 

私は指示の不可測性という学説を対象一般に拡張する。というのも、すべての対象は

理論的対象だからである。…（中略）。対象、或いは変項の値とは、その時々の目盛り

 
9 「数学的対象を定義する仕方が複数ある」という問題を、Resnik は数学的対象の不完

全性（incompleteness）と呼んでいる（Resnik，1997：88-89）。一つの定義に確定しな

いという意味で、「不確定性」という用語の方が適切であると私には思えるが、先人の用

法を踏襲する。 
10 「自然的でない心の力なしには」という Putnam の補足の意味は、真理を直観すると

いうような心の能力を仮定し、その能力によって一つのモデルを選出して真であると断

定するのでなければ、指示は不確定であるということである。 
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として役立つにすぎない。文と文との構造が保存されれば、それらの目盛りを変化さ

せても良いし、取り替えても良い。（Quine，1981：20） 

 

二つの存在論の間に 1 対 1 の関係をつけることができる限り、一方の存在論に対し他

方の存在論を支持する根拠は存在しえない。構造を守りなさい。そうすればすべてを

守ることになる。（Quine，1992：8） 

 

 以上の議論からの結論は次のとおりである。対象の不完全性から対象が「虚構で

ある」と結論するなら、数学だけでなく、自然科学の対象も日常経験の対象も「虚

構である」と結論せねばならない。自然科学の対象や日常経験の対象の存在を認め

るなら、数学の対象の存在も認めるべきである。 

 

 

4. 数学の中の発見 

 

 Schiffer は、現実世界に存在するものと虚構との相違について次のことを語って

いる。 

 

虚構的存在者・性質・命題といった「言語的措定物」と、言語的措定物ではない存在

者、即ち言語的・概念的実践から最高度に独立している存在者との間には、次のよう

な重要な相違がある。後者の本質は、ア・ポステリオリな科学の探求によって発見さ

れる。それに対して前者の本質は、そのような仕方では発見されえない。（Schiffer，

1996：161） 

 

 私は、数学は後者に属する、即ち「ア・ポステリオリな探求によって数学の諸性

質が発見される」と主張したい。その根拠は二つである。第一に、「ア・ポステリオ

リ」には「経験に由来する認識」という認識論的観点の意味と、「結果から探求す

る」という方法論的観点の意味とがある11。「結果から探求する」という方法論的観

点からいえば、数学には確かに結果の探求が存在し、結果を探求することによって

数学的対象の新しい諸性質が発見される。第二に、この「結果から探求する」とい

う方法が用いる正当化の方法は、自然科学の実験や観測による正当化と類似してい

る。 
 

11 Lalande,A.（1988Ⅰ：73-74）を参考。なお、「ア・ポステリオリ」の意味を認識論的

観点に限局するのは経験主義のドグマと思われる。 
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第一の根拠から説明する。ド・モルガンは、虚数の説明において、次の内容を述べ

ている。方程式 x = −1 は不合理である。しかし、代数学者は、｢√−1 ｣という記号

を発明し（解を x = √−1  とみなす）、演算規則に従って、この記号を用いた12。この

方法は実験的（experimental）な使用と呼べる。このように述べた後、次のことを

語っている。 

 

虚数記号を使用した実験においては、なぜかわからないが、(結果が生じたときは)実

験の明瞭な結果が常に真であった、もしくは証明可能であった。(De Morgan，

1849：41) 

  

虚数が導入されたのは 16 世紀である。前述したように、虚数と正弦関数・余弦関数

との関係が発見されたのは 18 世紀である。200 年にもわたって虚数という仮説の結

果を探求し、正弦関数・余弦関数との関係という虚数の新しい性質が発見されたと

いえるだろう。「結果から探求する」という方法は、古代ギリシアの数学者パッポス

（290-330 頃）によって「解析の方法」と呼ばれた方法と同類である13。 

第二の根拠を説明する。2 章の（2.5）式で説明したオイラーの公式は、虚数とい

う仮説に対する正当化となる。この正当化は、自然科学において仮説を観測によっ

て正当化するのと類似している。自然対数の底𝑒や三角関数は端的な事実である。こ

れらと虚数との関係を示すオイラーの公式は、虚数という仮説と事実との合致を示

す。詳しく説明しよう。 

オイラーは、𝑗 = とおいて、𝑎  をニュートンの二項定理を用いて展開し、𝑤を

無限に小さい数とすることによって、（4.1）式を導いた14。 

 

𝑎 = 1 + 𝑘𝑥 +
∙

+
∙ ∙

+
∙ ∙ ∙

+ ⋯           （4.1） 

 

ここで、𝑥 = 𝑘 = 1 を（4.1）に代入すると、（4.2）になる。 

 
 

12 虚数記号は最初、｢√−1 ｣のように、負数と根号の合成によって表記された。しか

し、この表記だと、𝑖×2 𝑖＝－2 が、√−1 × √−4 = (−1) × (−4) = √4 = 2 となってし

まうため、｢𝑖｣という記号が導入された。実際オイラーは、この間違いを犯している

(Euler ，1840：43)。｢𝑖｣という記号は、オイラーが死の直前 1777 年に用い、ガウスに

よって広められた(ボイヤーⅣ：78)。 
13 「解析の方法」については Hintikka and Remes（1974）を参考。 
14 以下はダンハム（2012：42-43）を参考にしている。 
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𝑎 = 1 + 1 +
∙

+
∙ ∙

+
∙ ∙ ∙

+ ⋯             （4.2） 

 

この数についてオイラーは近似計算を行って、その数を𝑒とした。 

 

      𝑒 = 2.718281828 ⋯                   （4.3） 

 

𝑒という数自体は単なる無理数である。三角関数は、天体観測のために古代ギリシア

数学において考案された、三角形の角と辺の関係を表す式である。よって、𝑒も三角

関数も、何かの仮定から導かれたものではなく、端的な事実である。これらと虚数

とのつながりを示すオイラーの公式は、虚数に対する事実による正当化といえる。

この正当化は、自然科学の仮説が観測事実によって正当化されるのと類似してい

る。 

 またオイラーは、余弦の級数展開と正弦の級数展開から、三角関数についての公

式が複素数の範囲でも成立することを証明している（ダンハム，2012：130-132）
15。 

 

      𝑠𝑖𝑛 (𝑎 + 𝑏𝑖) + 𝑐𝑜𝑠 (𝑎 + 𝑏𝑖) = 𝑠𝑖𝑛 𝑎 + 𝑐𝑜𝑠 𝑎 = 1      （4.4） 

 

このように虚数という仮説に対して、事実を積み重ねていったのである。即ち、虚

数という仮説に対し、既に真だとわかっている数学的事実との合致を積み重ねてい

ったのである。このような正当化は、自然科学の仮説が観測事実を積み重ねること

と類似である。 

もう一つ具体例を挙げる。非ユークリッド幾何の発見は、自然科学の仮説が実験

によって反証されるのと同類である。非ユークリッド幾何は、ユークリッド幾何の

平行線の公準を証明する試みから誕生した。証明の試みは古代ギリシア数学の時代

から行われていた。17 世紀になって、この公準を否定して矛盾を導き出そうとする

試みが行われた。その試みの中から、18 世紀になって非ユークリッド幾何が誕生し

た。即ち、直線上にない 1 点を通る平行線が複数引けると仮定しても一つの（非ユ

ークリッド）幾何ができるし、平行線が存在しないと仮定しても一つの（非ユーク

リッド）幾何ができる。この事例では、最初の目標は平行線公準の証明だった。し

かし、証明できないという反対のことが発見され、そのことが既存の平行線概念を

変革し、新しい理論（非ユークリッド幾何）を形成する結果となった16。この事例

 
15 余弦の級数展開と正弦の級数展開については、5 章で説明する。 
16 似たような事例として、5 次或いはそれ以上の次数を持つ方程式の代数的解法を探求
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は、物理学における実験と同類の現象といえる。即ち、或る仮説が実験によって反

証され、その結果、理論の一部が改訂されるのと同類である17。 

以上のことをまとめよう。数学には確かに結果の探求が存在し、結果を探求する

ことによって数学的対象の新しい諸性質が発見される。この「結果から探求する」

という方法の正当化は、自然科学の実験や観測による正当化と類似している。我々

は世界の中を生きている。世界を我々は知り尽くすことはできない。今もわからな

いことがあり、今後も様々な発見があるであろう。数学も同様で、数学を知り尽く

すことはできないし、今後も様々な発見があるであろう。発見のいくつかは、数学

的対象の新しい性質についての発見である。数学的対象の存在がなければ、新しい

性質の発見はない。数学において発見があるという事実は、数学的対象の存在に対

する強力な根拠となる。 

 

 

5. 数学の正当化は多様である 

 

「ア・ポステリオリな探求によって数学の諸性質が発見される」という主張に対

して、次のような反論がなされるかもしれない。即ち、数学の発見は「演繹主義

（deductivism）」もしくは「もしならば主義（if-then-ism）」で説明できる、という

反論である18。例えば Putnam は、何らかの定理が証明されたとしても、そこから

数学的対象の存在は結論されないと主張する。即ち、「数学はそれ自体に特有の対象

を持たない。単に何から何が帰結するかを語っているだけである。」（Putnam，

1967：300）19 

 或いは Azzouni は、「措定を伴う数学的基体（subject）は、一連の公理を単に書

き留めることによって無から創造される」（2004：127）とし、「数学の抽象体

（abstracta）は、虚構のものと全く同じ仕方で、我々の言語活動に存在論的に依存

している」（2004：103）と主張する。Azzouni の主張は次のようにいうことができ

る。数学は公理を設定し、そこから帰結を導出しているだけである。数学的対象は

我々の言語活動に存在論的に依存しており、虚構と同様である。 
 

し、結果、5 次以上の方程式には代数的解法が存在しないことが証明されたというもの

もある。この事例も、16 世紀から 19 世紀にわたる 300 年にも及ぶ実験と解釈できる。 
17 非ユークリッド幾何の創始者の一人であるガウスは、実際に測量して現実の物理空間

にどの幾何が妥当するか決定しようとした（近藤，2008：107-109）。ガウスの行為は、

まさにア・ポステリオリな探求といえる。 
18 「演繹主義」もしくは「もしならば主義」については Shapiro（2000：148-157）を

参考にしている。 
19 訳は邦訳（281）を参考にして、一部改変した。 
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 以上の解釈には問題がある。その理由は次の二点である。第一に、公理化は何ら

かの理論を後から再構成するものである。よって、数学は公理から単に帰結を導出

しているだけではない。Putnam や Azzouni の描く数学は、教科書上の数学であっ

て、歴史の中の数学ではない。現実の数学における行為は多様である。教科書で

は、最初に公理が設定され、そこから様々な定理が導出される。しかし、歴史の中

の数学では、様々な手法が用いられ、多くの数学的帰結は公理を前提することなく

導かれる20。第二に、多くの数学的帰結は端的な事実によって正当化される。以下、

その具体例を挙げる。 

 公理化は、古くは古代ギリシアの幾何学で起こったが、数学全体で公理化が行わ

れたのは 19 世紀末以降である。例えば、今日ツェルメロ-フレンケルの集合論と呼

ばれる公理系が導入されたのは 1930 年である。その 30 年以上前にカントルは集合

論の様々な発見を行っている。 

カントルは、自然数全体の集合 N と整数全体の集合 Z とが同じ濃度である（同じ個

数の要素からなる）ことや、N と有理数全体の集合 Q とが同じ濃度であることを証

明した21。しかし、N と実数全体の集合 R とは濃度が異なることも証明した。カン

トルは、二つの集合 X と Y とが同じ濃度であることを、X と Y の間に 1 対 1 の関係

がつけられることであるとした（Cantor，1883：884）。カントルの証明において根

拠となったのは、「1 対 1 の関係をつけることで数える」とういう濃度の概念であ

る。この濃度の概念は、我々の日常の事実に基づく。例えば、小学校の運動会で行

われる玉入れ競技を考えてみよう。赤組と白組のどちらの籠の中に多くの玉が入っ

ているかを数えるために、同時に玉を一つずつ取り出して数える。即ち、1 対 1 に

対応させて数える22。何らかの個数を数えるとき、我々は 1 対 1 の対応づけを行

う。つまり、濃度の概念は日常の事実に基づく。よって、カントルの一連の証明

は、事実による正当化といえる。もちろん、濃度による集合の類別は、集合全体の

集合を考えることになり、ラッセルのパラドクスを生むことになる。しかし、自然

数・整数・有理数・実数の濃度に関する証明に話を限れば、それらは事実によって

正当化されるといえる。カントルのしたことは、「公理を設定して、それらからの帰

結を単に導出する」のとは明らかに異なる。カントルの数学的帰結は、端的な事実

によって正当化されるといえる。 
 

20 Brown は「数学的真理の立証には多くの異なる仕方がある」（Brown，2008：207）
といい、次のような方法を挙げている。①証明（演繹的導出）、②直観、③帰納、④仮説

演繹法（帰結が真であることによる正当化）、⑤図、⑥対角線化による証明（ゲーデルの

不完全性証明など）。⑦思考実験。（2008：206） 
21 集合論については、寺澤（2013）を参考にしている。 
22 この事例は寺澤（2013：31）を参考にした。 
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もう一つ具体例を挙げる。オイラーは、ド・モアブルの定理「(cos 𝜃 ± 𝑖 sin 𝜃) =

cos(𝑛𝜃) ± 𝑖 sin(𝑛𝜃)」を使用して、正弦関数と余弦関数とを級数展開した（ダンハ

ム，2012：124-125）。 

 

      cos 𝑥 = 1 −
∙

+
∙ ∙ ∙

−
∙ ∙ ∙ ∙ ∙

+ ⋯            （5.1） 

      sin 𝑥 = 𝑥 −
∙ ∙

+
∙ ∙ ∙ ∙

− ⋯                （5.2） 

 
この証明においてオイラーが用いたのは、「 𝜃 =  」として、n を無限大にしたと

き、「 cos 𝜃 ≒ 1  」、「 sin 𝜃 ≒ 𝜃」、「 ≒ 1」とみなすという「近似」である。この近

似は図 5.1 と 5.2 のような図形の事実からの推測である。この図形上の事実にオイラ

ーの証明は基づいている。よって、オイラーの証明は事実による正当化であるとい

える。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

以上の議論をまとめよう。数学における正当化の方法は多様である。数学は、単

に公理から帰結を導出して終わりではない。多くの数学的帰結は、何らかの仮定を

前提することなく、端的な事実によって正当化されている。また、虚数の場合のよ

うに、仮説演繹法と同類の方法も用いられる。数学には、実験的探求と呼ぶことが

できるようなア・ポステリオリな探求（結果の探求）が存在し、結果を探求するこ

     𝑥 

             円弧𝑥 

 

             sin 𝑥 

中心角𝑥が小さいとき、半径 1 の円弧

の長さ𝑥とsin 𝑥とがほぼ等しいとみ

なす。（円弧＝2π × 1 × = 𝑥） 

sin 𝑥 ≒ 𝑥 

              

図 5.2 

              𝑦    

                1 

    −𝜋 −         𝜋    𝑥 

      

 

 𝑦 = cos 𝑥   

 𝑥 = 0 の近くで 𝑦 = 1となる。 

 cos 𝑥 ≒ 1 

             図 5.1 
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とによって数学的対象の新しい諸性質が発見される23。その発見は、何らかの公理に

よって正当化されるのではなく、端的な事実によって正当化される。 

 

 

6. 数学の中の発明 

 

 数学には発見だけではなく、発明もある。例えば、負数や虚数は発明といえるだ

ろう。古代ギリシアにおいて、数とは自然数のことであった。16 世紀以降、負数や

虚数といった新しい数が導入された24。また自然数でさえも、「つくられたもの」と

いえるかもしれない。例えば、オーストラリアの原住民は、数詞としては「1」と

「2」のみで、3 を「2 と 1」で、4 を「2 と 2」で表し、5 以上の数は「たくさん」

と呼ぶ（イフラ：12）。Hofweber がいうように、自然数が限定詞から派生したとす

るなら、つまり数える行為から自然数が派生したとするなら、数える行為は有限で

あるから、或る有限数以上の数は「つくられたもの」といえるだろう。 

Resnik は、数学的対象は「措定される（posit）」という（Resnik ，1997：

188）。 

 

また我々の知的生活において、数学には虚構とは異なる役割がある。数学は虚構とは

異なり、我々の科学的探求において（明らかに）除去不可能な場所を占めている。よ

って、新しい数学的対象を措定する理由は、虚構の新しい登場人物を創造する理由と

は全く異なるのである。…（中略）。通常、数学的対象は、明確な数学的必要性に応え

て措定される。例えば、それまでの数学が未決定のままにしていた問いに答えること

を可能にするとか、或いはそれまでの結果全体を拡張することを可能にするとかとい

ったものである。また、数学的措定には根拠を探す。虚構の登場人物の創造に対して

は根拠を探さない。（Resnik ，1997：189） 

 

Resnik の論点は、数学的対象は数学の中の必要性から発明されるということであ

る。この論点を拡張して、私は次のように主張する。数学の起源は我々の生活にあ

 
23 Azzouni は「存在しない事物は性質を持たない」（2004：57）と主張する。この基準

からすると、数学的対象は性質を持つのであるから、そして新しい性質が発見されるの

であるから、数学的対象は存在することになる。 
24 負数の最古の記録は、中国で紀元前 250 年頃、インドで 7 世紀頃に存在する(ボイヤ

ーⅡ：114-115,143)。ヨーロッパの最古の記録は、15 世紀にある(ボイヤーⅢ：17-18)。
｢+・－｣の記号は最初、倉庫の荷の過不足を示すために使われていたものが、演算の足し

算・引き算に使われるようになった。しかし、ヨーロッパにおいて負数は、数としては

なかなか認められなかった。例えば 16 世紀のほとんどの人々は、方程式の解に負数を認

めなかった(カッツ：402)。 
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る。そこからやがて、数学内での数学上の必要性から数学的対象は発明されるよう

になる。発明された対象は、既存の数学との整合性（既知の定理との合致や既知の

対象との関連性の発見など）という審判を経て承認される。よって、現代の抽象的

な数学も、起源を遡れば、我々の生活と極めて緩くだが関係する。我々は世界の中

で生活し、その中で数学という行為も存在する。以下、以上の主張を説明する。 

我々は世界の中で生活し、その中で数学も含めた科学的活動をする。その科学的活

動の中で、数学的対象を発明する。数は、例えば牛や羊を数えるという生活の必要

性から発明された。直線や三角形といった幾何学的対象は、建築や測量といった生

活の必要性から発明された。初期の数学的対象の出自は生活にあったのである。 

数学的対象は「抽象的対象」と呼ばれる。例えば、幾何学の点は広がりを持たな

いし、幾何学の直線には幅がない。我々が机の上で作図した点には広がりがある

し、作図した線には幅がある。ピュタゴラス以前の古代数学では、点にも直線にも

広がりがあると考えられていた。だから無理数が発見されたのである。正方形の一

辺と対角線とが自然数の比で表されると思っていたら、表されないことが発見され

たのである25。無理数の発見は、数・点・直線についての既存の数学的概念の矛盾を

あらわにした。そして、点・直線の概念は、ユークリッド『原論』の定義に見られ

るような、「広がりのない点」・「幅のない直線」という新しい概念へと改訂された。

そして数の概念は、そこからおおよそ 2000 年の年月を経て、有理数と無理数とを含

んだ実数概念へと拡張された。 

以上の議論をまとめよう。初期の数学的対象の出自は生活にあった。数学が発展

するにつれ、数学内での発見により、既存の数学的概念の矛盾が明らかになり、そ

れらの諸概念は改訂された。つまり、数学内で問題が生じ、数学上の必要性から諸

概念が改訂された。 

また、前述した虚数の発明のように、数学をさらに発展させるために、実験的に

新しい数学的対象が発明されることもある。つまり、数学上の必要性から、新しい

数学的対象が発明された。数学が発展するにつれ、数学内の理由で、諸概念の改訂

と対象の発明とが起こる。 

さて、数学的対象が発明されるからといって、数学的対象が「虚構」であるとい

う結論は導かれない。先に引用した Schiffer の言葉を思い出してほしい。Schiffer

は、言語的措定物ではない存在者を「言語的・概念的実践から最高度に独立した存

在者」と呼んでいた。つまり、日常経験の対象のような物体も、言語・概念を離れ

ては存在しえないと Schiffer は主張している。Schiffer はその理由を述べていない

 
25 非通約性は最初、五角形の 1 辺とその対角線との間に発見されたという説もある。伊

東（1990：165-168)、サボー (1978)を参考。 
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が、理由は概念である。Quine が指摘しているように、概念は人工であるからであ

る。 

 

クラスや数の概念（notion）は言うまでもなく、ネコの概念でさえも、人工である。

生得的な素因と文化的な伝統に根差した人工である。（1992：6）26 

 

 Quine と Schiffer の思想をさらに展開して、私は次のように主張したい。科学

（数学を含む）の概念は、概念どうしが緊密に関係している。これらの概念形成に

は、個人の自由はほとんどない。そういう意味で、「言語的・概念的実践から最高度

に独立している」のである。だから、これらの概念を用いた文において、間主観的

に真偽が問えるし、新しい発見があるのである。 

 数学も自然科学と同様、「言語的・概念的実践」から完全に独立ではない。自然科

学には仮定（仮説）という手続きがあり、実験・観測といった方法で正当化され

る。数学にも仮定がある。例えば、虚数や射影幾何学の無限遠点のような対象の発

明、そして公理の設定である27。そして前述したように、数学の正当化の方法は多様

である。よって、自然科学が蓋然的真理であるのと同様、数学も蓋然的真理であ

る。その意味で、自然科学と数学とは一枚岩である。 

数学は蓋然的真理であるから、数学的対象の存在も蓋然的真理である。日常経験

の対象も自然科学の対象も、そして数学の対象も、蓋然的に確証される存在であ

る。しかし、数学を含む科学の蓋然性とは、我々の生命を委ねることができるだけ

の確実性を持っている。例えば、数学的に計算された予測に基づいて、外科手術な

どの医療処置を我々は受けるのである。 

 

 

7. 結語  

 

 本稿では、Hofweber の「限定詞説」と Field の「虚構主義」とを取り上げた。こ

れらの唯名論には次の七つの問題がある。 

 
 

26 Quine は、自然科学理論の概念に concept を用い、それ以外の概念に notion を用いて

いる。「自然主義では、「何が存在するのか」の説明と「存在するものが何をするのか」

の説明のために、可謬ではあるが、自然科学のみを参照する。科学は、必然的に人工の

言語で表現された人工の概念（concept）において、危険を冒して試験的に答えようとす

る。我々には、それ以上に良いものを要求できない。」（1992：9） 
27 公理に関しては、Schlimm（2013）を参考にしている。 
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① 計算式と数論とでは文の次元が異なる。数論の文中では、数詞は対象を指示す

るものとして使用される。 

② 現代数学では、集合論が全数学の基礎であり、集合を用いて諸々の数学的対象

を定義する。数学的対象の存在を認めない唯名論では、この「基礎づけ」とい

う数学の行為が説明困難である。即ち、何らかの「集まり」でなければ、集合

で定義することができない。 

③ 小説のような虚構は静的であるのに対し、数学は動的である。数学では常に新

しい文が作られ、その文の真偽はほぼすべて決まる。（数学と虚構との質的な相

違） 

④ 数学で新しい文が作られたとき、その真偽が決まらない場合もある。即ち、未

解決の状態が続く数学的問題もある。虚構であれば、どんな文に対しても、肯

定か否定かのどちらかを決めて物語を作ればよいが、数学にはそのような自由

がない。（数学と虚構との質的な相違） 

⑤ 数学においては発見がある。発見のいくつかは、数学的対象の新しい性質の発

見である。これらの発見は、数学的対象の存在を認めなければ説明困難であ

る。 

⑥ 数学は、単に公理を設定して、そこから何が帰結するかを語っているのではな

い。公理化は理論を後から再構成するものである。 

⑦ 数学の正当化の方法は多様である。多くの数学的帰結は事実によって正当化さ

れる。 

 

 以上七点からの結論は次のようになる。唯名論では数学を説明できない。数学的

対象の存在は認めるべきである。 

 数学には発見だけではなく、発明もある。しかし、「数学において発明がある」と

いう事実は、数学が虚構であるということの根拠にはならない。概念は人工であ

る。概念は改訂されうる。すべての知識は可謬であり、自然科学も数学も可謬であ

る。自然科学も数学も蓋然的真理である。よって、数学的対象の存在も蓋然的真理

である。しかし、数学的真理を正当化する仕方は多様であり、それらの多様な確証

が我々の生命も支えうるような確実性を保証している。 

我々は世界の中を生きる。この世界の中で、日常経験の対象と出会い、自然科学

の対象と出会い、数学の対象とも出会う。我々は数学の外に立つことはできない。

数学を知り尽くすことはできないし、今後も様々な発見があるであろう。数学にお

ける様々な行為の中で、我々は数学の対象と出会う。数学の対象と出会うから、し

かも偶然に出会うから、前もって結末がわかっていないから、数学は面白いのであ

る。 
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